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ANALYSE- 

DU TRAITÉ 

DE LA RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES; 
Par M. POINSOT, de rAcadémie des Sciences, etc. Ç^). 

Depuis Leibnitz et Newton, presque tous les géomètres se sont uniquement 
occupes du perfectionnement des nouveaux calculs , ou de leur application 
à la Géométrie et à la Mécanique , et il faut convenir que TAlgèbre a été 
un peu négligée. On a donc cette première obligation à M. Lagrange , 
de n*avoir pas perdu de vue cette partie fondamentale des mathématiques, 
et d'y rappeler Tattention des géomètres par cet excellent Traité.: car, 
comme toute T Algèbre se réduit^ au fond, à Tanalyso des équations, on 
peut dire que cet ouvrage, avec les Notes savantes dont il est enrichi, 
forme le Traité d'Algèbre le plus complet et le plus profond que Ton 
puisse désirer dans Fétat actuel de la science. 

L'auteur y donne d'abord , pour la résolution des équations numériques , 
cette méthode élégante et sûre quMl a publiée pour la première fois dans 
le Recueil des Mémoires de l'Académie de Berlin (années 1767 et 1768). 
n confirme ensuite, dans les Notes, par des démonstrations nouvelles et 
rigoureuses , les principes généraux qui servent de base à cette résolution. 
n y passe en revue toutes les méthodes imaginées pour le même objet; 
il les compare, les rapproche, et, suivant le tour naturel de son génie, 
les ramène au même principe. Il y reproduit enfin , avec des réflexions 
nouvelles, toute la substance de celles qu'il fit autrefois dans le même 
Recueil de Berlin , pour 1770 et 1771 : il donne un précis clair et rapide 
de sa méthode générale fondée sur l'art de réduire le nombre des permu- 
tations qui multiplie les fonctions cherchées , et d'abaisser par<-là le degré 
des Résolvantes; et rappelant, à l'occasion du beau travail de M. Gauss, 
ses anciennes idées sur cette matière, il en déduit , dans la Note XIV, qui 
est entièrement nouvelle , la résolution directe et générale des équations 
binômes de tous Tes degrés. 



(*) Otte Analytô, pabliée en 1808, dam U |lf% It.ftfs l'^prcH 

liation de M. Lagrange , 00 a cm dtvoir k 
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Tels sont les points les plus importans approfondis dans Touvrage dont 
nous allons rendre compte. Ce simple sommaire suffirait sans doute aux 
géomètres , qui ne manquent pas de lire les écrits de Tauteur , et qui 
connaissent très bien Télégance et la simplicité qui régnent dans toutes 
ses méthodes : mais comme il peut être utile à plusieurs jeunes lecteurs 
d'avoir une idée nette de la science, de savoir ce qu ils doivent apprendre 
dapu cette, partie de TAiialyse, et où ils le doivent étudier, nous croyons 
devoir donner quelques détails sur les principales questions qu'on se pro- 
pose ici , sur les solutions qu'on en donne , et développer la suite des 
théorèmes avec une certaine étendue. 

D'abord si l'on jette un coup d'oeil général sur l'Algèbre, on voit 
que cette science, abstraction faite des opérations ordinaires (au nombre 
desquelles on peut compter l'élimination) , se partage naturellement en 
trois articles principaux, i"". La théorie générale des équations, c'est-à-dire 
l'ensemble des propriétés qui leur sont communes à toutes, a". Leur réso- 
lution générale, qui consiste à trouver une expression composée des coef- 
ficiens de la proposée , et qui , mise au lieu de l'inconnue , satisfasse iden- 
tiquement h cette équation , en sorte que tout s'y détruise par la seule 
opposition des signes. 3°. La résolution des équations numériques , où il 
s'agit de trouver des valeurs particulières qui satisfassent d'une manière 
aussi approchée qu'on le voudra , à une équation dont tous les coefficicns 
sont actuellement connus et donnés en nombres. 

Cette dernière recherche est sans contredit la plus utile dans l'applica- 
tion : car, outre que la résolution générale ne s'étend pas au-delà du 
4' degré, les 'formules en sont déjà si compliquées > et le seraient telle- 
ment pour les degrés supérieurs , si l'on venait à les découvrir , qu'on 
ne pourrait jamais s'en servir pour le calcul des racines. Ainsi il faudrait 
encore recourir aux méthodes d'approximation qui font l'objet principal 
de oe Traité. Or, les principes de ce^ méthodes étant puisés dans les 
propriétés générales des équations, nous allons d'abord examiner ce que 
l'on sait de plus général sur leur théorie. 

Le premier principe^ connu depuis long-temps, est que si, dans une 
équation quelconque, deux nombres mis successivement au lieu de l'in- 
connue donneut des résultats de signes contraires, il y a nécessairement 
au moins un nombre intermédiaire qui donnerait un résultat nul, ou 
serait racine de la proposée. On avait coutume de démontrer ce théorème 
par la considération des lignes courbes ; mais M. Lagrange en donne « 
dans la Note I, une démonstration nette et rigoureuse, fondée sur la 
nature même du polynôme algébrique dont l'égalité à zéro forme l'équa- 
tion proposée. 



DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. TÎi 

Le second principe est, que si un nombre réduit le polynôme à zéro , 
ou bien est racine de la proposée , le polynôme est exactement diirisible 
par le binôme formé de l'inconnue moins cette racine. D^Alembert est le 
premier qui. ait démontré ce principe d'une manière rigoureuse : on en 
trouve dans la Note II une démonstration aussi exacte et plus complète j 
en ce qu'on y voit, non-eeulement que la division doit réussir , mais 
qu'elle réus^t encore actuellement. 

Il est bien facile de voir ensuite cette pnrde réciproque dà premier 
théorème : que s'il y a une racine entre deux nombres, «t qull n'y en ait 
qu'une seule , ces deux nombres mis au lieu de l'-inconnae donnei^ont 4es 
résultats de signes contraires ; d'où il suit que la même chose aura. Umi 
pour un nombre qnelconrpie impair de racines comprises, et n'aura li^n 
que dans ce cas. 

Tels sont les principes fondamentaux de toute la théorie des équaticuas : 
on en déduit 8ur-le-*champ qn'îelles peuvent avoir autant de racines ^'il 
y a d'unités dans le plus haut exposant de l'inconnue, et n'en peuvent 
jamais avoir davantage. Que les équations de degrés impairs ont essen- 
tiellement au moins une racine réelle ; d'où il suit que dans une équa* 
tion quelconque, les racines qui manquent sont nécessairement en nombre 
pair. Quant à ces sortes de racines , que l'on nomme imaginaires, il parut 
d*abord , par la résolution connue dos quatre premiers degrés , que leur 
forme était la même que celle des imaginaires du second degré. D'Al&n^rt 
essaya de démontrer généralement ce théorème , dans sa pièce sur la cause 
des vents, et dans les Mémoires de Berlin pour l'année 1746. M. Lagrange, 
qui rapporte cette démonstration , au commencement de la Note IX , sur 
la forme des racines imaginaires, la rend plus rigoureuse et plus simple^ 
mais il faut convenir qu'excepté TendroiA où Ton prouve que, dans le pa** 
sage du réel à l'imaginaire, ou reciproqnement, la racine devient double, 
on quadruple, ou multiple d'un ordre pair, le reste de la démonstration 
n'est point à l'abri d'objections très solides. Aussi AI. Lagrange revien|p>il 
an théorème d'une manière plus directe , en considérant 4|u'il s'agit de 
prouver en général que tout polynôme de degré pair est r^Loble en 
facteurs réels du second degré ; et , comme il n'y a que les équations dtf 
degrés impairs où l'on puisse toujours assurer Texistence d'mie racine 
réelle, cm bien encore celles de degnés paifti wlum dont le dernier terme 
est essentiellement négatif, tout se réduit à protfver^pie, dans la recherdie 
des coefficiens d'un facteur de degré pair pour le polynôme proposé, ou tombera 
finalement sur de telles équations. L'auteur, en rapprochant les travaux 
successifs des divers géomètres sur cette matière, et particulièrement les 

recherches i'JSiàler, de F^meenex, et celles que lui*-Dième ajouta dans les 

a.. 



TU) ANALYSE DU TRAITÉ DE LA RÉSOLUTION 

Mémoires de Berlin de 177^9 fait voir qae le théorème général se tron- 
Tait par* là démontré d^une manière rigoareuse; mais à la fin de la même 
Note IX , il en rapporte une autre démonstration très élégante et déduite 
des mêmes principes, que M. Laplace a fait connaître depuis, dans les 
Leçons de l'École Normale. Cependant, si Ton voulait résoudre effecti- 
vement le polynôme en ses facteurs réels , comme il serait presque impos- 
sible de suivre le procédé indiqué par l'analyse qn*on y emploie , M. Lagrange 
croit devoir reprendre en entier ce problème général dans la Note X , où 
il fait voir à priori, non-seulement la possibilité de la décomposition de 
tout polynôme en facteurs réels du i^ et du a* degré, mais encore le 
procédé qu'il faudrait suivre si Ton voulait actuellement effectuer cette 
décomposition , ce qui ne laisse plus rien à désirer sur ce point important 
de la théorie générale des équations. 

La nature des racines étant par-U bien connue , on peut se proposer 
maintenant ce problème général de leur résolution numérique. 

a Étant donnée une équation numérique , sans aucune notion préalable 
» de la gi'andeur ni de Fespèce de ses racines , trouver la valeur exacte , 
)) s'il est possible, ou aussi approchée qu'on voudra de chacune de ces 
» racines. » 

D'abord , s'il y a des racines égales , il sera facile de les reconnaître et 
de les dégager de l'équation , comme on le voit dans le Chapitre H du 
Traité. S'il y a des racines imaginaires , la recherche des parties imagi- 
naires se réduira k celle des racines réelles d'une autre équation que l'on 
peut actuellement construire^ et les parties réelles de ces mêmes racines 
s'obtiendront sur-le-champ par la simple opération du commun diviseur , 
comme l'auteur le fait voir dans le même chapitre. Reste donc à savoir 
comment on obtient les racines réelles d'ime équation quelconque. Mais , 
pour plus de clarté, cette recherche se divise encore; car parmi les racines, 
les unes seront positives, les autres négatives. Or, si l'on sait trouver les 
positives , la même méthode appliquée h la transformée que donne l'équa- 
tion , en y changeant le signe de l'inconnue , fera connaître les racines 
positives de cette transformée, et par conséquent les négatives de la 
proposée. 

Tout se réduit donc enfin à savoir trouver les racines réelles et posi- 
tives d'une équation numérique quelconque donnée. Or , le premier pro- 
blème sera d'en reconnaître le nombre et les limites entières les plus 
approchées. 

Si ces racines différaient entre elles au moins d'une unité, de sorte 
que, entre deux nombres entiers consécutifs , il n'en put tomber qu'une seule, 
on serait sûr qu'en mettant , au lieu de l'inconnue, la suite naturelle des 
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nombres , les résultats successifs présenteraient autant de variations de signe 
qu'il y aurait de racines dans la proposée. Mais si, entre les deux nombres 
consécutifs , il se trouve deux , ou un nombre quelconque pair de racines , 
les résultats donnés par ces nombres seront de signes semblables , et ces 
racines ne seront point aperçues. S'il s'en trouvait un nombre impair, les 
deux résultats seraient à la vérité de signes différons, et indiqueraient 
l'existence de racines comprises, mais ne feraient point connaître leur 
nombre, puisqu'il pourrait y en avoir une , ou trois ^ ou un nombre quel- 
conque impair. Donc, pour reconnaître à coup sûr le nombre des racines^ 
il faudra faire une suite de substitutions dont les intervalles soiept moindres 
que le plus petit intervalle des racines entre elles. Alors on verra paraître 
dans la suite des résultats, juste autant de variations de signes qu'il y 
aura de racines dans la proposée. C'est pourquoi M. Lagrange cherche 
d'abord dans le problème du n** 8 , Chapitre I , une équation dont les 
racines soient les différences entre celles de la proposée prises deux à deux. 
Il apprend à trouver une quantité qui toit moindre que la plus petite 
racine de cette équation , et par conséquent , que le moindre intervalle 
des racines de l'équation numérique à résoudre. H est le premier qui ait 
fait ce grand usage de l'équation aux différences , soit pour séparer exac- 
tement les racines , soit pour obtenir les imaginaires , et reconnaître leur 
présence dans les équations. Il donne, au reste, dans la Note IV, une 
manière plus simple de trouver cette limite de la plus petite différence , 
sans calculer en entier l'équation \ et cette méthode peut abréger considé- 
rablement le travail dans la résolution des équations un peu élevées. 

Cette recherche des limites des racines doit être regardée comme la plus 
importante de toutes dans la résolution des équations. C'est une chose qui 
ne parait pas avoir été sentie par la plupart des auteurs : quelques-uns , 
même dans des ouvrages nouveaux , croient encore donner une méthode 
sûre > en indiquant le procédé de la substitution successive des nombres 
entiers^ ce qui est, pour ainsi dire, passer à côté de la seule difficulté réelle 
du problème^ car, une fois qu'on a les limites, il est bien aisé de les 
resserrer , et d'approcher autant qu'on veut de la racine comprise. Au reste , 
on a encore sur cette détermination des limites des racines , et sur les ca- 
ractères de leur réalité, plusieurs méthodes très élégantes que la considé- 
ration des maxima, dans les lignes paraboliques, a fait découvrir à plu- 
sieurs géomètres. On les trouve réunies dans la Note VIQ^ avec la fameuse 
règle de Descaries f mais toutes déduites , suivant la marche uniforme de 
Vautenr » dmjmammê principes de l'analyse des équations. 

.^S'^ffSSSrJÊjÊÊlÊÈÊ^^^^kM '^'^ limites des racines sont détermi- 
âf' ■ ^^^^^^^""E^ luroche d'aussi près qu'on peut le 
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désirer. L auteur applique à la solution de ce problème cette ingénieuse 
théorie des fractions continues , qu'il a perfectionnée et rendue si féconde 
dans toute l'Analyse. La racine dont on s'occupe étant imaginée dévelop- 
pée en fraction continue , il fait voir comment , par la répétition de la 
même méthode appliquée à des transformées successives, on peut trouver 
exactement les déaominateurs successifs de la fraction , et par conséquent 
la valeur aussi approchée qu'on voudra de la racine inconnue. Les opé- 
rations k faire sur ces transformées deviennent très simples; car, si Ton 
a eu soin de changer d'abord la proposée en une autre où les racines soient 
distantes au moins de l'unité, ce qui est facile, alors chaque transformée 
n'a jamais qu'une seule racine supérieure k l'unité, et il est bien aisé de 
trouver les deux nombres entiers qui la renferment. On a donc, par la 
nature même des fractions continues , l'expression la plus simple et la plus 
exacte possible de chaque racine , et , À chaque instant , les limites de l'er- 
reur que l'on pourrait commettre. Si la racine est commensurable, la 
fraction continue s'arrête ; si elle est incommensurable du a* degré , la 
fraction devient périodique, et la méthode de l'auteur a encore cet avan- 
tage de faire connaître les diviseurs commensurable» du i*' et du a* degrés 
que la proposée pourrait contenir. 

Ainsi l'on a , dans l'analyse des équations , ce beau résultat entièrement 
dû à M. Lagrange : si une inconnue est engagée dans une équation numé- 
rique de degré quelconque , on peut regarder actuellement sa valeur comme 
déterminée d'une manière parfaite; et ron est en état d'assigner les termes 
successifs de la fraction continue qui la représenterait, avec autant de ri* 
gueur que s^l s^agnsait d'une fraction ordinaire que l'on voudrait actuelle- 
ment développer. 

Ni cette rigueur, ni cette généralité n'ont lieu dans aucune des méthodes 
données pour la solution du même problème. Outre qu'elles supposent la 
connaissance des limites des racines, cpii ne s'obtiennent rigoureusement 
que par la première analyse de l'auteur , elles ne donnent point à chaque 
correction les limites de Terreur , et laissent en doute sur les chiffres que 
l'on doit conserver. En suivant la méthode de JYeTVfon , n élégante d'ail- 
leurs , et si commode dans l'usage , non-seulement on ne reconnaîtrait 
point les racines commensurables , et les limites de Terreur actuelle^ mais 
on poturaît trouver des valeurs successives corrigées qui , an lieu de con- 
verger continuellement vers la racine , s'en éloigneraient , au contraire , de 
plus en plus. M. Lagrange, qui examine et apprécie cette méthode dans 
la Note y, fait voir que l'usage n'en est sûr que dans le cas où la racine 
chercliée eût la plus grande ou la plus petite de toutes,* et s'il y a des 
racines imaginaires , il faut encore que les parties réelles soient moindres 
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que la plus grande racine réelle , ou plus grandes que la plus petite de ces 
racines. C'est ce qu on pourrait voir d'ailleurs par la construction géomé- 
trique de la règle de Newton. Car les corrections successives de la racine re- 
viennent à ajouter continuellement à Tabscisse qui représente la valeur 
approchée» la soufr-tangente qid répond à cette abscisse; et il est visible que 
l'extrémité de cette sous-tangente peut^ dans plusieurs cas , tomber plus 
loin de Tintersection cherchée de la courbe avec Taxe , que ne le fait 
labscisse elle-même. On éviterait cet inconvénient en tirant la corde de 
Tare dont les extrémités répondent aux deux abscisses qui sont les limites 
de la racine \ car cette corde traversant Taxe dans Tintervalle des b'mites , 
donnerait un point nécessairement plus voisin de Tintersection de la courbe, 
et Ton serait sûr d'approcher. 

La méthode d'approximation que Daniel Bemoulli a tirée des séries 
récurrentes , est sujette aux mêmes défauts. Elle ne s'applique qu'à la re- 
cherche de la plus petite ou de la plus grande racine; et lorsqu'il y a des 
racines imaginaires, il faut aussi que la racine soit dans de certaines li- 
mites par rapport aux produits réels des racines imaginaires conjuguées. 
On pourrait également l'appliquer, par une transformation de la proposée, 
à la recherche de l'une quelconque des racines réelles. Mais il faudrait 
connaître d'avance une valeur qui fût approchée de cette racine au moins 
jusqu'à un certain point déterminé. Or ces premières limites ne peuvent 
s'obtenir, comme on Ta dit , que par les méthodes données dans cet écrit; 
et ces valeurs une fois connues , il est bien plus exact d'employer la mé- 
thode des fractions continues pour approcher rapidement de la vraie valeur 
des racines. Au reste, cette méthode , déduite de la considération des séries 
récurrentes , revient à celle de Newton , comme on le voit dans la JN^ote XI. 
M. Lagrange y réduit en formule générale le résultat des substitutions 
successives indiquées par cette règle. Il déduit facilement de son élégante 
analyse, le rapprochement de^ méthodes précédentes, et la formule à'Euler 
pour le développement en série de la racine d'une équation quelconque, 
et celle de Newton pour le retour des suites , avec la loi des termes et 
le moyen de continuer la série aussi loin qu'on peut le désirer ; enfin la 
démonstration de cette formule qu'il a donnée le premier, en 1768, dans 
les Mémoires de l'Académie de Berlin, et qui est aussi remarquable par 
son élégance que par sa généralité. Cette Note , qui est un des plus beaux 
morceaux d'analyse , est terminée par l'extension de la règle de Newton 
à la résolution simultanée de plusieurs équations où l'on connaît déjà les 
valeurs approchées des diverses inconnues» Thomas Simpson avait indiqué 
ce procédé ; mais l'auteur développe let i i iâries générales dont 

il montre la loi, ce cpàt Simpson JO^Wf 
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Quant à la méthode de Fontaine, sur laquelle éCAlembert et Cqndorcet 
s'étaient contentés de jeter ({uelques doutes , on la trouve très nettement 
discutée dans la Note YQ. M. Lagrange y prouve d^abord Féquivoque des 
caractères établis par Fauteur pour reconnaître , au moyen des coefficiens 
de Téquation , le système particulier de racines qtd lui doit correspondre. 
Ces caractères conviennent quelquefois i plusieurs systèmes, et par con- 
quent ne distinguent pas toujours , de tous les autres , le système unique 
dont il s'agit; de sorte qu'on ne peut assurer par-li , ni le nombre , ni la 
qualité des différentes racines. Mais la méthode est encore en défaut dans 
la seconde partie de la recherche : on y suppose que , par la substitution 
des nombres entiers au lieu de l'inconnue » les équations que Ton consi- 
dère présenteront des résultats de signes contraires \ et cela n'a lieu , comme 
on sait , que pour celles où le plus petit intervalle des racines serait supé- 
rieur a l'unité. Aussi M. Lagrange n'examine-t-il cette méthode, dont on 
ne fait point usage , mais dont l'idée est très fine, que pour ne rien laisser 
à désirer sur la matière des équations. Comme il n*y a , dans toute TAna* 
lyse, aucun point remarquable où ce géomètre n'ait porté son esprit, et 
qu'il n'ait, pour ainsi dire, regardé de très pr&s, on est sur de trouver 
dans ses ouvrages , en même temps que ses propres découvertes , tout ce 
qui a été pensé de plus profond ou de plus ingénieux par ses prédéces- 
seurs; et, ce qui est bien digne de remarque, tout y parait stdvre uni- 
formément des mêmes principes , comme si Tauteur en développait les plus 

simples corollaires. 

Mais on a un exemple plus frappant de ce talent de simplifier et d'étendre 
à la fois les doctrines , dans le problème si fameux de la résolution générale 
des équations. Tout consiste , comme on l'a dit, à trouver une formule com- 
posée des coefficiens littéraux de la proposée et qui la rende satisfaite d'une 
manière tout-à-fait identique. La première idée qui s'offrit aux géomètres , 
fut de chercher immédiatement cpielque artifice par lequel on put mettre 
l'inconnue toute seule dans un membre de l'équation , et tous les coefficiens 
donnés dans l'autre. On imagina ensuite de chercher des transformations de 
l'inconnue qui rendissent l'équation semblable à une autre que l'on pût ré- 
soudre ou décomposer. C'est à ces premières vues très naturelles, mais point 
encore éclairées par la théorie profonde des équations, qu'on doit rapporter 
les solutions de Cardan et de Tartalea, pour le 3-* et le 4' degrés ; la méthode 
de Descaries pour décomposer l'équation du 4*9®^ deux autres du second ^ 
celle de TschimaUs, pour réduire la proposée aux deux termes extrêmes par 
l'évanouissement des termes intermédiaires ^ celle d'Euler, qui consiste à fein- 
dre d'avance la forme de l'expression générale de la racine , et à chercher 
ensuite ce qu'il faut mettre sou9 lei radicaux qu'on y suppose ; enfin celle de 
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Bezoutj fondée sur un principe semblable , mais où Ton commence à obser* 
ver les degrés des Réduites , et à indiquer la loi de leur éléTation successive. 

Toutes ces méthodes dépendent de Inexécution actuelle d'un calcul » et Ton 
n'y voit point qu'on doive arriver, i moins qu'on n'arrive eflectivement : 
or par la nature du problème, la longueur des calculs croit avec une telle 
rapidité , que la question ne peut plus être aujourd'hui de chercher la for- 
mule, mais simplement de prédire la suite des opérations qui y conduirait 
à coup sûr. Aucime de ces méthodes ne peut donc satisfaire l'esprit, et e'est 
i des idées plus hautes sur la nature des équations qu'il faut s'élever k pré- 
sent pour découvrir s'il y a ou non une route certaine qui ferait parvenir à 
leur résolution générale. 

f^andermonde atucpia le problème avec beaucoup de justesse et de profon- 
deur, dans les Mémoires de TAcadémie des Sciences pour l'année 177 1. U 
considère que si la formule était trouvée, et qu'on mit, au lieu des coefficiens, 
leui*s valeurs en fonction des racines , cette formule qui dûil donner égale- 
ment chacune d'elles , devrait pouvoir présenter iadifléremment ou la pre- 
mière, ou la seconde, ou l'une quelconque de ces racines « à volonté. D'après 
cette idée, prenant plusieurs lettres qui représentent les racines, il cherche 
à en composer une expression qui^ par l'équivoque des signes, se réduise indif- 
féremment à l'une ou a l'autre, comme on voudra. Les formules connues 
lui donnèrent sur-le-champ ces expressions pour les quatre premiers degrés, 
et par analogie, il est facile d'en trouver pour les degrés supérieurs. Mais la 
difficulté reste d'exprimer ensuite ces fonctions des racines , par les simples 
coefficient de la proposée » ou de les faire dépendre d'autres équations dont 
la résolution soit connue. Il donne la-dessus des formes abrégées de calcul , 
qu'il nomme Types , et au moyen desquels il peut voir plus rapidement 
quelle sera l'issue de ces longues opératiotos. Sa méthode , comme toutes les 
autres, réussit très bien pour les équations des quatre premiers degrés ^ nuis 
pour le cinquième, il se trouve conduit et arrè^ à une équation dn sixième 
degré qu'il faudrait résoudre. Quant k l'écpiation générale de ce dernier 
degré, il trouve qu'en arrivera à une réduite finale ou dn quinzième, ou du 
•dixième, euivant la route qu'on voudra choisir: car pour les degrés com- 
posés, on peut former avec les racines plusieurs expressions équivoques, qui 
aient «gaiement la propriété d'ojBTrtr indiffifremment chacune d'elles^ , et ril j 
a «n choix >à Xatre pour la j«oindre élévatuMi du degré de la réduite. C'est 
une remarque que les formules du 4* degré auront naturellemeat pi^sentéc 
k ^andermonde. Par eertainciaiélhodes.j on A'y. trouve point de radicaux 
pairs plus élevés tque le rediodiv i4- aiitpes» 'On y «trouve des aradioaux 

quatrièmes. Toutefiris hàt^UÊÊÊ ident^ucs et le sont en 

effet, {mrot^qne eea wwÂ ^ eux. Je me suis 

b 
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un peu arrêté sur ce Mémoire » parce quHl est plein de choses. L'auteur 
parait ne point douter du succès de sa méthode pour la résolution des équa- 
tions binômes. Sans indiquer la suite des opérations qu'il a dû faire , il 
donne la formule qui résout Téquation binôme du ii* degré, et il se 
trouve que ce résultat, à peu près ignoré jusqu'ici, est exact k un change- 
ment de signe près, comme M. Lagrange vient de le vérifier dans la 
note XIV de cet ouvrage , où il donne la résolution générale de toute cette 
classe d'équations. Ainsi F'andermonde est, suivant M. Lagrange lui- 
même, le premier qui ait franchi les limites où la résolution des équations 
binômes se trouvait resserrée. 

A peu près dans le même temps , M. Lagrange parcourant les principales 
méthodes trouvées jusque-là sur la résolution générale des équations , 
les rappelait k un même principe > et formait cette théorie lumineuse où 
Ton voit sans calcul les degrés' où doivent monter les réduites, et la rai- 
son de leur abaissement au-dessous de la proposée dans les quatre premiers 
degrés. Voici l'idée générale de ce beau travail que l'aateur a donné dans 
les Mémoires de Berlin , pour 1770 et 1771 , et dont le précis fait l'objet de 
la Note Xni de cet ouvrage. 

Quelles que soient ces écpiations d'où l'on ferait dépendre la résolution de 
la proposée , et qu'on nomme ainsi les réduites^ leurs coeffîciens seront fonc- 
tions des coefficiens de cette proposée, et par conséquent leurs racines, fonc- 
tions de ses racines. Toute réduite s'élèvera donc toujours à un degré mar^ 
qaé par le nombre de valeurs que peut avoir la fonction des racines cpie l'on y 
considère. Or, cette fonction en général aura autant de valeurs qu'on y pourra 
faire de permutations entre les racines qui y sont contenues. Si donc elle en a 
moins, cela ne pourra provenir que de la nature particulière de la fonction 
qui sera telle, que plusieurs permutations entre les racines n'y apporteront 
aucun changement. D'après ces principes , il est bien facile k l'auteur de 
rapprocher toutes les méthodes des géomètres. Car, en mettant sous leurs 
formules, à la place des coefficiens^ leurs valeurs parles racines, il découvre 
les fonctions particulières qu'ils cherchaient, pour ainsi dire , k leur insu \ 
et il arrive cpie toutes ces fonctions reviennent k la même , malgré l'ap- 
parente diversité de leurs calculs et de leurs méthodes. U voit en même temps 
pourquoi leurs réduites , dans les quatre premiers degrés , s'abaissent au- 
dessous de l'équation et la résolvent*, et, se trouvant a même de pré- 
voir le succès de calculs impraticables pour le cinquième degré, il 
montre que la réduite, qui est naturellement du lao* degré, descendra 
d'abord au 24*^ que cette équation nouvelle se partagera en six autres 
du 4* degré, dont les coefficiens dépendront ainsi d'une équation finale 
du 6* degré , qu'il s'agirait d'abaisser encore , mais qui a résisté jusqu'ici 



DES EQUATIONS NUMÉRIQUES. xt 

à tous les eflbrts des géomètres. H trouve de même rabaissement de^ 
réduites au i5* ou au lo* degré, pour la résolution générale du 6' : 
on voit Taccord de ces résultats avec ceux que Kandermonde obtenait 
dans le même temps par le moyen de ses formes ou types de calcul 
qu'il avait imaginés. Mais la théorie de M. Lagrange est bien plus 
daire^ et Ton y prévoit avec une égale facilité les résultats qu'on peut 
espérer pour la résolution de tous les degrés supérieurs. De plus , l'au- 
teur en tire une méthode simple et uniforme pour résoudre les équa- 
tions. Car il est clair actuellement que le problème peut revenir à 
celui-ci : trouver des fonctions des racines qui soient telles d'abord 
qu'on en puisse aisément dégager ces racines , et en second lieu , qui ne 
dépendent que d'équations inférieures à la proposée , dont les coefiSciens 
soient connus , ou dépendent eux-mêmes d'équations aussi inférieures à 
cette proposée. M. Lagrange choisit une fonction linéaire des racines: 
l'équation qui la donnerait , et qu*on peut actuellement construire , s'élè- 
verait au degré marqué par le nombre des permutations qu'on pourrait 
faire entre toutes ces racines, et, passé le a*" degré, serait toujours plus 
haute que la proposée. Mais si l'on a soin de prendre ^ pour les coeffi- 
ciens de cette fonction linéaire, les racines de l'unité du même degré 
que l'équation , ce que toutes les méthodes indiquent , la réduite s'abais- 
sera, comme on peut[le voir à priori, par la forme même de la fonction. 
Pour en donner une idée, qu'il s'agisse, par exemple, de résoudre 
l'équation générale du 5^ degré. L'équation résolvante qui donnera la 
fonction linéaire de ses cinq racines, s'élèvera au degré i. a. 3. 4*5 ou lao, 
nombre de manières dont on peut permuter cinq choses entre elles. Mais 
si les coeffidens de cette fonction sont les racines cinquièmes de l'unité, 
on observera que celte fonction multipliée successivement par ces 5 racines , 
fournira 5 fonctions pareilles où les racines de la proposée auront 
changé de place. Cette multiplication équivaudrait donc a 5 permutations 
qu'on ferait entre les racines. Donc, si la fonction simple a lao valeurs 
différentes, sa cinquième puissance n'en aura que la 5* partie ou a4* 
On cherchera donc la cinquième puissance de la fonction linéaire. Mais 
ces a4 valeurs se partageront encore en six groupes. Car , par la nature 
des racines imaginaires de l'unité, une seule, avec ses puissances succes- 
sives, donne toutes les autres^ une autre, avec ses puissances successives, les 
donne encore , mais rangées dans un ordre nouveau. Or , comme il y a 
id quatre de ces radnes, la même fonction où l'on emploierait succes- 
sivement et do I*J|y||^jM|U "^ quatre radnes, répondrait successi- 
vement ^ ^'on y eût permuté quatre fois 
let fM Ion semblable de ces quatre 

h.. 
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fonctions , telles que leur somme , la somme de leurs produits deux à deux , 
on trois i trois, etc., n'aura donc que le quart de toutes les valeurs , ou 
simplement six valeurs différentes. La fonction pourra donc être regardée 
comme la racine d'une équation du 4* degré dont les coefficiens seront 
donnés par une équation du 6* qui sera entièrement connue. On ferait 
voir par les mêmes raisonneraens que la résolvante du n" degré et qui 
montera au degré i .a.3.4-S«6.7 s'abaissera au degré 2.3. 4-5; et ainsi 
de suite : de sorte que la méthode , pour les degrés qui sont des nom- 
bres premiers, ne fait disparaître que les difficultés marquées par les 
deux derniers facteurs dans la formule qui exprime le nombre de toutes les 
permutations possibles \ et cette réduction ne suffit pas pour les degrés 
supérieurs au 3*. 

L'auteur applique également sa méthode aux équations de degrés com- 
posés ^ et par la nature même de la chose , il y a pour ces degrés des 
simplifications particulières dans la marche et le résultat du calcul. Les 
réduites s'y abaissent davantage; mais, au-delà du 4"^ degré, elles res- 
tent toujours supérieures à la proposée; et l'on n'a pu y voir jusqu'ici 
aucune réduction ultérieure. 

Voilà tout ce qu'on sait sur la résolution générale des équations où 
les racines sont supposées dans une parfaite indépendance. On «ignore 
entièrement si cette résolution est possible, et s'il ne pourrait pas y 
avoir des formes de fonctions où l'on épuiserait plus de permutations 
que dans celles dont nous venons de parler. 

Mais , lorsque les racines sont liées par quelque relation connue , la dif- 
ficulté descend toujours à celle des degrés inférieurs. Si une partie des 
racines est traitée d'une certaine manière, on pourra sur-le-champ déga- 
ger le polynôme qui les renferme ; et s'il y a plusieurs groupes où les 
racines contenues soient semblablement traitées, on obtiendra un quel* 
conque de ces groupes par une équation d'un degré marqué par leur 
nombre. Quand on sait, par exemple, que les racines d'une équation 
se conjuguent deux à deux, de manière que leur produit fait l'unité, 
cette équation , qu'on nomme réciproque^ se partage aisément en deux 
autres de degré deux fois moindres; et de même, si les racines se con- 
juguaient trois à trois par quelque relation commune , l'équation se par- 
tagerait en trois autres ^ et , en général , la difficulté d'une équation où 
les racines s'assemblent en groupes semblables se réduit aux difficultés 
des degrés respectifs marqués par le nombre des groupes, et par le 
nombre de racines contenues dans chacun d'eux. 

C'est ce qui arrive naturellement aux équations binômes d'un degré 
composé. Si vous considérez, par exemple, l'équation binôme du i5* 
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degré, elle a i5 racines; mais, parmi ce4 raciaqs, il y ea a trois don( 
les cubes sont égaux, txois autres dont les cube^ sont égaux, etc.; donc 
si, au lieu de cherchar les racines simples, vous ne cherchez d'abord 
que les cubes i vous n'aurez plus que cinq valeurs. Et de même , si 
Ton n'eût cherché que les cinquièmes puissances, on n'aurait eu que 
trois valeurs différentes ; d'où il parait manifeste qu'une équation binôme 
d'un degré composé se réduit à la résolution d'équations seinblables de 
degrés marqués par les facteurs du degré àe la proposée. 

II ne reste donc qu'à résoudre l'équation binôme d'un degré premier. 
Or, en 6tant par la division le facteur linéaire qui répond à la racine 
réelle, ou obtient une équation réciproque de degré pair,, laquelle se 
dédouble comme on Ta dit, et n'a plus que U difficulté d'un degré 
deux fois moindre. 

On n'avait pas été plus loin dans la réduction des équations binômes , 
lorsque M. Gauss démontra que cette équation réciproque pouvait se 
résoudre à l'aide d^autant d'équations particulières qu'il y a de facteurs 
dans son degré, et dont les degrés sont exprimés par ces mêmes fac- 
teurs. Ainsi l'équation binôme du i3* degré donne, en séparant lefact- 
teur réel, une équation réciproque du la* degré qui ne demande plus 
que la résolution de trois équations des degrés respectifs a, a et 3 qui 
sont les facteurs premiers de 12. L'équation binôme du 19' degré 
n'exige de même que la résolution de trois équations des degrés a, 3, 3; 
et ainsi de suite. Sans entrer ici dans le détail des propriétés de nombres 
qui ont conduit M. Gatiss à cette réduction nouvelle, nous ferons ob^ 
server qu'elle lient essentiellement à ce que les racines se conjuguent 
non-seulement deux à deux , comme on le savait depuis long^tcmps , 
mais se groupent encore 3 à 3, 5 à 5, etc..; si 3 et 5^ etc., sont encore 
facteurs du nombre de ces racines. C'est ce q^'oji pourra reconnaître 
sur des exemjples, avec un peu d'attention. Ainsi, l'on verra sana peine 
que les douze racines imaginaires de l'équation binôme du i3* degré se 
partagent en quatre groupes de (rois racines, telles, dans chacun d'eux, 
qu'en mettant l'une à la place de l'autre ^ ces trois racines ne se séparent 
pas; et par conséquent, si l'on échange les racines d'un groupe k l'autre, 
les groupes ne feront cpie changer de place en conservant toujours 
leurs mêmes racines. Ensuite on verra que#, parmi ces quatre groupes , 
il y en a deux qui sont tels que , tout échange qui fait pas$çr Tun à 
la place de l'autre, ramène celui-ci à la place du premier; ainsi, les 
deux autres groupes sont dans le même cas. Si donc vous demandez i 
l'équation du i^* degré, le diviseur du 3* qui rassemblerait les trois 
racines d'un groupe, vous aurez les coefficiens de ce diviseur par une 
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équation du 4' degré; et si vous cherchez à celle-ci le diviseur du se- 
cond qui a ses racines correspondantes aux deux groupes conjugués, 
vous aurez ses coefficiens par une équation du a* degré*, de sorte que 
la proposée sera résolue par des équations auxiliaires du a* et du 3* 
degré; et ainsi des autres. Quant à ces équations auxiliaires,' elles n^ont 
elles-mènies que la difficulté des équations binômes du même degré. On 
peut voir là-dessus les disquisitiones arithmeticœ, aux endroits cités par 
M. Lagrange, dans la Note XIV de ce Traité. 

Mais, par l'analyse qu'il vient de nous donner dans cette Note nou- 
velle, on voit, avec la dernière évidence, la réduction immédiate de 
Téquation réciproque proposée à une équation binôme du même degré 
qui est déjà censée résolue ; de sorte que sa méthode rend superflue 
cette considération des équations auxiliaires , et fait disparaître les ambiguités 
que Ton rencontre dans le procédé de M. Gauss, pour distinguer à cha- 
que instant la racine particulière qu'on a dessein de dégager dans toute 
la suite du calcul. 

Pour mieux expliquer cette Analyse , qui n'est autre chose qu'une ap- 
plication particulière de la méthode générale exposée dans la Note pré- 
cédente, je prendrai l'exemple de l'équation binôme du onzième degré : 
le discours en sera plus facile , et le raisonnement ne perdra rien de sa 
généralité. 

En séparant donc la racine réelle ^ on a une équation réciproque du 
10* degré qu'il s'agit de résoudre. Or, on sait d'abord que les racines 
de cette équation ont cette singulière propriété , qu'une seule d'entre elles 
élevée successivement aux puissances i , 2 , 3 , 4 9 ^ > ^^» » donne toutes les 
autres (* ) ] et si l'on continuait d'élever à des puissances plus hautes , 
on les verrait reparaître périodiquement dans le même ordre, à l'infini, 
en trouvant l'unité à chaque puissance qui serait un multiple de onze. 
Cette propriété nous permet donc d'écrire toutes nos racines avec une 
seule lettre affectée de différens exposans. Mais, au lieu de ranger ces 
exposans en progression arithmétique, M. Gauss^ d'après le théorème 
de Fermaf. sur les résidus des puissances , eut l'heureuse idée de les ran- 
ger en progression géométrique, en prenant pour base im de ces nom- 
bres , qaEuler nomme racines primitives , et qui sont tels que leurs 
puissances successives , divisées par le nombre premier dont il s'agit , qui 

(*) H^aring atlribue ce théorème à M Lagrange; ce qo'il y a de reranrquable» cV»l que f^ander- 
mofide ne le connaiuait |K>int en 1771 : il représente encore les diverses racines de Pnnitc par di?s 
lettres dîffi'rcmment accentuées, tandis qu^il pouvait les représenter par nne même lettre avec dif- 
férens ezpostns , et voir saijs calcul toutes les réductiona qu'il effectue si laborieusement dans son 
Mémoire- 
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est ici onze, laissent des résidus successifs tous différens : de cette ma- 
nière on a encore les dix mêmes racines que si Ton eût pris les expo- 
sans I, a, 3, 4» etc. 9 mais dans un ordre nouveau, ce qui est indiffé- 
rent. Or à présent , on peut voir que cette disposition des racines est 
telle que, si Ton veut mettre une d'entre elles à la place d'une autre, 
et que, par ce changement, une des racines s'avance d'une, de deux, de 
trois ou de quatre places, etc., toutes les autres s'avanceront en même 
temps d'une, de deux, de trois ou de quatre places, etc.^ de sorte que 
toutes les permutations possibles que vous voudriez faire entre ces dix 
racines , par le transport de Tune & la place d'une autre , se réduiront 
uniquement aux dix permutations que vous obtenez en lisant de suite 
vos racines, d'abord à partir de la première, puis de la deuxième, puis 
de la troisième^ etc., enfin de la dixième, exactement comme si elles 
étaient écrites en cercle. Cela posé , si , en suivant la métbode générale 
de la Note XTTI, vous prenez une fonction linéaire de vos dix racines, 
et que vous mettiez pour coefficiens les dix racines dixièmes de l'unité, 
en plaçant ces racines suivant l'ordre naturel des puissances d'u/ie seule, 
vous observerez qu'en multipliant toute cette fonction linéaire par la 
première racine dixième de l'unité, vous faites avancer dans la fonction 
toutes vos racines cherchées d'une place; si vous multipliez par la 
deuxième, vous les faites avancer de deux places, et ainsi de suite. Donc, 
si vous élevez tout d'un coup la fonction linéaire à la dixième puissance, 
vous épuisez les dix seules permutations différentes dont elle était sus- 
ceptible, et par conséquent vous n*y trouvez plus qu'une seule valeur, 
quelque échange qu'on y fasse entre les racines contenues. Vous obtenez 
donc cette première fonction linéaire en remettant le radical dixième 
sur sa dixième puislsance qui est connue. Vous obtenez de même une 
seconde fonction linéaire, en employant une autre racine (Hxième de 
l'unité , et ainsi de suite \ et de ces dix fonctions linéaires vous tirez sur- 
le-champ, sans ambiguïté, vos dix racines inconnues. 

Telle est la méthode donnée par M. Lagrange , comme une suite na- 
turelle de sa méthode générale. On y profite encore des simplifications 
qui se présentent dans la résolution des équations composées. Ainsi, au 
lieu d'élever la fonction linéaire à la pmssance marquée par le degré de 
l'équation^ on peut n'élever d'abord qu'à la puissance marquée par l'un 
des facteurs premiers de ce degré, et ainsi de suite; et l'on aura le 
double avantage d'arriver d'une manière plus prompte k des formules 
plus simples. Toutefois ces formules seront les mêmes eu égard à la na- 
ture des radicaux, parce que des radicaux d'un degré composé se ré- 
duisent à ceui^ des degrés respectifs marqués par les facteurs premiers de 
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*v ^^eré. On voit donc <jnn . dans la f orra aie qui wérnemê 
hifir/Die d*on H'-rré qi]«*1ronqar premier, il n\ arara pss ti*at 
qii«f rêfux qni rép^judent aux faclears simples de ce deaé premier 
un. Atn«i. pour r^uAiion binôme du 17* dreré. il nV anrm cjue darv 
iiiniA carrées ; on pourr;ii donc roiistruire la lonnaie pmr la rc^le et k 
r-ontpa^: voila pourquoi ion peut inscrire g^ometrUftÊ^ntem le ftA%fam 
rétfuliirr dtf^ dix-si'pi côtés: et en eénéraK tout polygone d^iin nombieè 
fîA(é(>. éesil a tiKj^f puissance de deux \t\u% un. et en même lempa vit- 
mirff. Car tm sait qur la résolution de l'équation binôme donne la A- 
rision du cercle en parties égales : réciproquement, si l'on flnic diTÎMr k 
rjTch: vu parties égales, on peut résoudre 1 équation binoiMe d'an dent 
marqué f>ar le nombre de ces parties. An «si , de tootea les soistioBa de 
r-fftiir équrition , la meillenre dans l'usage est celle que donnent ica tablas 
de ingonoraétrîe , où l'on trouve la circonférence divisée en va aombR 
qiK'ironijne de parties, air(;c une très grande cxaclîiuda. Maîa il u'^ea 
était pas moins curieux et important pour l'Analvse, d'exaoriner ei de 
suivm; jnsqu'au bont cette résolution algébrique des éqnatiotis binôme» 
qui est comme la clef de la résolution générale des équations compièlea (**). 



(*) Vojes ce que nous «toos ecrii depuis for celle maiière, dans le XIV* et 
'Je* Mémoire» dr rinftfitnt . et rlaiiiie lomr IV des Mi'u«oiivt de J'Acadrmic des Science*. 






INTRODUCTION. 



JLa solation de tout problème déterminé se réduit, en der- 
nière analyse , à la résolution d'une ou de plusieurs équations , 
dont les coeiOficiens sont donnés en nombres, et qu'on peut 
appeler équations numériques. Il est donc important d'avoir 
des méthodes pour résoudre complètement ces équations , de 
quelque degré qu'elles soient. Celle que l'on trouve dans le 
Recueil des Mémoires de l'Académie de Berlin pour l'an- 
née 1767 , est la seule qui offre des moyens directs et sûrs de 
découvrir toutes les racines tant réelles qu'imaginaires d'une 
équation numérique donnée, et d'approcher le plus rapide- 
ment et aussi près que l'on veut de chacune de ces racines. 
On a réuni dans le présent Traité le Mémoire qui contient 
cette méthode , et les Additions qui ont paru dans le volume 
des Mémoires de la même Académie, pour l'année 1768. 
Et pour rendre ce Traité plus intéressant , on y a joint plu- 
sieurs Notes , dont les deux dernières paraissent pour la pre- 
mière fois dans cette nouvelle Édition . Ces Notes contiennent 
des recherches sur les principaux points de la théorie des 
équations algébriques. 

Il faut bien distinguer la résolution des équations numé- 
riques de ce qu on appelle en Algèbre la résolution générale 
des équations. La première est, à proprement parler , une 
opération arithmétique , fondée à la vérité sur les principes 
généraux de la théorie des équations , mais dont les résultats 
ne sont que des nombres , oii Ton ne reconnaît plus les pre- 
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miers nombres qui ont servi d'ëlémens , et qui ne conservent 
aucune trace des différentes opérations particulières qui les 
ont produits. L'extraction des racines -carrées et cubiques 
est Topération la plus simple de ce genre ; c'est la résolution 
des équations numériques du second et du troisième degré , 
dans lesquelles tous les termes intermédiaires manquent. 
Aussi conviendrait-il de donner dans TArithmétique les rè- 
gles de la résolution des équations numériques , sauf à ren- 
voyer à l'Algèbre la démonstration de celles qui dépendent 
de la théorie géùér^le des équations. 

Newton a appelé l'Algèbre Arithmétique uriwerselle. Cette 
dénomination est exacte à quelques égards; mais elle ne fait 
pas assez connaître la véritable différence qui se trouve entre 
rAritbmétique et l'Algèbre. Le caractère essentiel de celle-ci 
consiste en ce que les résultats de ses opérations ne donnent 
pas les valeurs individuelles des quantités qu'on cherche, 
comme ceux des opérations arithmétiques ou des construc- 
tions géométriques, mais représentent seulement les opéra- 
tions, soit arithmétiques ou géométriques qu'il faudra faire 
sur les premières quantités données pour obtenir les valeurs 
cherchées; je dis arithmétiques ou géométriques, car on 
connaît depuis Vihte les constructions géométriques par les- 
quelles on peut faire sur les lignes les mêmes opérations que 
Ton fait en Arithmétique sur les nombres. 

L'Algèbre plane pour ainsi dire également sur l'Arithmé- 
tique et sur la Géométrie; son objet n'est pas de trouver les 
valeurs mêmes des quantités cherchées , mais le système 
d'opérations à faire sur les quantités données pour en déduire 
les valeurs des quantités qu'on cherche, d'après les condi- 
tions du problème. Le tableau de ces opérations représentées 
par les caractères algébriques , est ce qu'on nomme en Algèbre 
une formule ; et lorsqu'une quantité dépend d'autres quan- 
tités, de manière qu'elle peut être exprimée par une formule 
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qui contient ces quantités y on dit alors qu'elle^t une fonc-^ 
tion de ces mêmes quantités. 

L'Algèbre , prise dans le sens le plus étendu , est Tart de 
déterminer les inconnues par des fonctions des quantités 
connues , ou qu'on vegarde comme connues ; et la résolution 
générale des équations consiste à trouver pour toutes les 
équations d'un même degré , les fonctions des coefficiensde 
ces équations qui peuvent en représenter toutes les racines. 

On n'a pu juscju'à présent trouver ces fonctions que pour 
les équations du second y du troisième et du quatrième 
degré j mais quoique ces fonctions expriment généralement 
toutes les racines des équations de ces mêmes degrés ^ elles 
se présentent néanmoins , dès le troisième degré , sous une 
forme telle qu'il est impossible d'en tirer les valeurs numé- 
riques des racines par la simple substitution de celles des 
coefficiens, dans les cas mêmes où toutes les racines sont 
essentiellement réeUes; c'est cette difficulté que les Ana* 
lystes désignent par le nom de cas irréductible ; elle aurait 
lieu à plus forte raison dans les équations des degrés supé* 
rieurs y s'il était possible de les résoudre par des formules 
générales. 

Heureusement on a trouvé le moyen de la vaincre dans |^ 
troisième et le quatrième degré y par la considération de 
la trisection des angles y et par le secours des tables: trigo^ 
nométriques ; mais ce moyen y qui dépend de la division 
des angles y n'est applicable dans les degrés plus élevés qu'à 
une classe d'équations très limitée ; et Ton peut assurer 
d'avance que quand même on parviendrait à résoudre gé- 
néralement le cinquième degré et les suivans y on n'aurait par 
la que des formules algébriques y précieuses en elles-mêmes y 
mais très peu utiles pour la résolution effective et numérique 
des équations des mêmes degrés^ et qui, par conséquent, ne 
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dispenseraient pas d'avoir recours aux méthodes arithméti- 
ques qui sont Fobjet de ce Traité. 

î^iete est le premier qui se soit occupé de la résolution des 
équations numériques d'un degré quelconque. Il fait voir, 
dans le Traité de numéros a potes tatum adfectarum résolu-- 
tione^ comment on peut résoudre plusieurs équations de ce 
genre par des opérations analogues à celles qui servent à ex- 
traire les racines des nombres. 

Harrioty Ougtred^ Pelly etC/ , ont cherché à faciliter la 
pratique de cette méthode , en donnant des règles particu- 
lières pour diminuer les tâtonnemens, suivant les difierens 
cas qui ont lieu dans les équations relativement aux signes 
de leurs termes. Mais la multitude des opérations qu'elle 
demande, et l'incertitude du succès dans un grand nombre 
de cas , Tout fait abandonner entièrement. 

En effet , il est aisé de se convaincre qu'elle ne peut 
réussir d'une manière certaine , que pour les équations dont 
tous les termes ont le même signe , à lexception du dernier 
tout connu ; car alors ce terme devant être égal à la somme 
de tous les autres , on peut , par des tâtonnemens limités 
et réglés , trouver successivement tous les chiffres de la 
valeur de l'inconnue , jusqu'au degré de précision qu'on 
aura fixé. Dans tous les autres cas, les tâtonnemens devien- 
dront plus ou moins incertains, à cause des termes sous- 
tractifs. 

Il faudrait donc , pour l'emploi de cette méthode , qu'on 
pût par une préparation préliminaire,* réduire toutes les 
équations à cette forme. Nous prouverons, dans une des 
Notes (*) , que cette réduction est toujours possible; pourvu 
qu'on ait deux limites d'une racine , l'une en plus , l'autre en 



C) Voyez U Note XII. 
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moins 9 et qui soient telles que toutes les autres racines , ainsi 
que les parties réelles des racines imaginaires , s'il y en a , 
tombent hors de ces limites. Mais la difficulté de trouver ces 
limites est elle-même aussi grande , et peut être quelquefois 
plus grande que celle de résoudre l'équation. 

A la méthode de Viete a succédé celle de Newton, qui 
n'est proprement qu'une méthode d'approximation , puis- 
qu'elle suppose que l'on ait déjà la valeur de la racine qu'on 
cherche , à une quantité près moindre que sa dixième partie ; 
alors on substitue cette valeur plus une nouvelle inconnue 
à l'inconnue de l'équation proposiée , et l'on a une seconde 
équation dont la racine est ce qui reste à ajouter à la pre- 
mière valeur pour avoir la valeur exacte de la racine cher- 
chée ; mais , à cause de la petitesse supposée de ce reste , on 
néglige, dans la nouvelle équation, le carré et les puissances 
plus hautes de l'inconnue ; et l'équation étant ainsi rabaissée 
au premier degré , on a sur-le-champ la valeur de l'inconnue. 
Cette valeur ne sera encore qu'approchée ; mais on pourra 
s'en servir pour en trouver une autre plus exacte , en fai- 
sant sur la seconde équation la même opération que sur la 
première, et ainsi de suite. De cette manière, on trouve 
à chaque opération une nouvelle quantité à ajouter ou à re- 
trancher de la valeur déjà trouvée, et on a la racine d'autant 
plus exacte, qu'on pousse le calcul plus loin. 

Telle est la méthode que l'on emploie communément pour 
résoudre les équations numériques; mais elle ne sert, comme 
l'on voit, que pour celles qui sont déjà à peu près résolues. 
De plus , elle n'est pas toujours sûre j car en négligeant à 
chaque opération des termes dont on ne connaît pas la valeur, 
il est impossible de juger du degré d'exactitude de chaque 
nouvelle correction; et il peut arriver, dans les équations 
qui ont des racines presque égales , que la série soit très peu 
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convergente 9 ou qu'elle devienne même divergente après 
avoir été convergente (^). Enfin , elle a encore l'inconvénient 
de ne donner q[ae des valeurs approchées des racines mêmes 
qui peuvent être exprimées exactement en nombres , et de 
laisser par conséq[uent en doute si elles sont commensurables 
ou non. 

Le problème qu^on doit se proposer dans cette partie de 
l'Analyse , est celui-ci : Etant donnée une équation numé- 
rique sans aucune notion préalable de la grandeur ni de 
l'espèce de ses racines , trouver la valeur numérique exacte^ 
sHl est possible^ ou aussi approchée quon voudra de chacune 
de ses racines. Ce problème n'avait pas encore été résolu; il 
fait l'objet des recherches suivantes. 

Depuis la première édition de cet ouvrage (**) , il a paru 
différentes méthodes pour la résolution des équations nu- 
mériques ; mais la solution rigoureuse du problème dont 
il s'agit 9 est restée au même point ou je lavais portée; et 
jusqu ici on n'a rien trouvé qui puisse dispenser dans tous 
les cas de la recherche d'une limite moindre que la plus 
petite différence entre les racines, ou qui soit préférable 
aux moyens donnés dans la Note IV, pour faciliter cette 
recherche. 



O Voyez la Note V. 
r) En 1798. 
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CHAPITRE PREMIER. 



Méthode pour trousser, dans une équation numérique quel- 
conque j la "valeur entière la plus approchée de chacune 
de ses racines réelles. 



I. Théorème I. Oi l'on a une équation quelconque , et que l'on 
connaisse deux nombres tels qu'étant substitués successivement à la 
place de l'inconnue de cette équation , ils donnent des résultats de 
signes contraires , l'équation aura nécessairement au moins une racine 
réelle dont la valeur sera entre ces deux nombres. 

Ce théorème est connu depuis long-temps , et l'on a coutume de le 
démontrer par la théorie des lignes courbes ; mais on peut aussi le dé- 
montrer directement par la théorie des équations^ en cette sorte. Soit 
X Pinconnue de l'équation^ eitty fi^yy ^^'j ^^ racines ^ l'équation 
se réduira y comme l'on sait , à cette forme 

(x — a) (x — /3) (« — j'). . . . = o. 



2 DE LA RÉSOLUTION 

Or, soient p el q les nombres qui, substitués par or, donneront 
des résultats de signes contraires, il faudra donc que ces deux quantités 



(p- 


-«)(/'- 


-0)(^- 


-y) 


(9- 


• «) (7 - 


- ^) (7 - 


-y) 



soient de signes différens ; par conséquent , il faudra qu'il y ait au 
moins deux facteurs correspondans , comme ;? — - a et 9^ — . « , qui 
soient de signes contraires : donc il y aura au moins une des racines 
de Péquation ^ contDDç a y qui sera entre les nombres p et ç^ c'est-i- 
dire plus petite que le plus grand de ces deux nombres, et plus 
grande que le plus petit d'entre eux 3 donc cette racine sera nécessaire- 
ment réelle. 

2: Corollaire i. Dcmo si les nombres p et q ne différent l'un de 
l'autre que de l'unité, ou d'une quantité moindre que l'unité , le plus 
petit de ces nombres, s'il est entier, ou le nombre entier qui sera 
immédiatement moindre que le plus petit de ces deux nombres , s'il 
n'est pas entier, sera la valeur entière la plus approchée d'une des 
racines de l'équation. Si la différence entre p etç tst plus grande que 
l'unité, alors nommant /i, n+iy /t-f^^) etc., les nombres entiers 
qui tombent entre p et ç^il est clair que , si l'on substitue successive- 
Hient à la plaoe de l'incoimue les nombres p^n^ n^"^ 9 ^"^^f ^^^ 9 y 
Ofk trouvera nécessairement deux substitutions consécutives qui don- 
neront des résultats de signes difi*érens ; doi^c ^ puisque les nombres 
qui donneront ces deux résultats ne différent entre eux que de l'unité, 
on trouvera, comme ci-dessus, la valeur entière la plus approchée d'une 
des racines de l'équation. 

3. Corollaire 2. Toute équation dont le dernier tçjme est négatif, 
esL supposant le premier positif^ a nécessairement une raqine réelle 
positive jr dont on pourra trouver la valeur entière la plus approchée 1 
en substituant à la plaqe de l'inconnue les nombres o» i , ^, 3, etc., 
)us<pi'à C€| que Ton Tepcoutre deux substitutions qui donnent des ré- 
sultats de signes cqqtmres. 

Car, en supposant le, i^c^miei: iiçrme a:*, et Iç dernier — H (E étant 
un noinbre ppsitif)^ on aura^ w disant x^^q^ le résultat négatif 
— H, et en fusant a:= oq^ le résultat positif cp"; donc on aura ici 
p := o et ^ = 00 ; donc les nombres entiers intermédiaires seront tous 
les nombres naturels i , a, 3, etc. y donc , etc. {Coroll. préc.) 
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De lit on voit , i *. que toute équation d'un degré impair , dont 
le dernier terme est négatif,^ a nécessairement une racine réelle 
positive. 

â*. Qu^ toute équation d'un d^ré impair, dont le dernier terme 
est positif 9 a nécessairement une racine réelle négative ; car j en chanr* 
géant x en — -^r, le premier terme de l'équation deviendra négatif: 
donc y changeant tous les signes pour rendre de nouveau le premier 
terme positif , le dernier deviendra négatif : donc Féquation aura 
alors une racine réelle positive j par conséquent l'équation primitive 
aura une racine réelle négative. 

3*. Que toute équation d'un degré pair, dont le dernier terme est 
négatif, a nécessairement denx radines réelles , l'une positivie et l'antre 
native; car, premièrement, elle aura une racine réelle positive; 
ensuite) comme en changeant or en — a: y le premier terme demeure 
positif, la transformée aura aussi une racine réelle positive : donc 
l'équation primitive en aura une réelle et négative. 

4* BemanjUB. CcNonme on peut toujours changer les racines n^a- 
tives d'une équation quelconque en positives, en changeant seulement 
le signe de l'inconnue , nous ne considérerons dans la suite , pour 
plus de simplicité , que les racines positives ; ainsi , quand il s'agira 
d'examiner les racines d'une équation donnée, on con^dèrera d'abord 
^ les racines positives de cette équation , ensuite on y changera les si* 
gnes de tous les termes où l'inconnue se trouvera élevée k une puis^ 
sance impaire , et on considérera de même les racines positives de 
cette nouvelle équation ; ces racines , priées en moins , seront Tes ra- 
cines négatives de la proposée. 

5. Théorème II. ^ dans une équation quelconque, qui a une oil 
plusieurs racines réelles et inégales , on substitue successivement à la 
place de l'inconnue deux nombres, dont l'un soit plus gfand et dont 
l'autre soit plus petit que l'une de ces radnes , et qui difierent eîi 
même temps l'un de Fautre d'une quantité moindre que la différence 
entre cette racine et chacune des autres racines réelles de l'équatioïi 
ces deux substitutions donneront nécessairement deux résultats de 
ngnes contraires. 

En effet, soit ti une des racines réelles et inhales de l'équation , et 
/S , T' , J^ , etc. , les autres racines quelconques ; soit de plus / la plus 
petite des différences entre la racine et et chacune des autres racines 

X.. 
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réelles de Pëquation , il est clair qu'en prenant ;9 > a , 7 < « , et 
^ — ^ < p , les quantités /?— -a et 7 ^ * seront de signes contraires , 
et que les quantités p — /S , p^—y, etc. , seront chacune de même 
signe que sa correspondante q — i^ , ^r — ^ , etc. , car ,81 p — j8^ et 
q — j3 étaient de signes contraires , il faudrait que /3 fût aussi com- 
pris entre ;? et y, ce qui ne se peut. Donc les deux produits 

• {p — ^) {p -- ^) {p — y) 

{q — a) (y — ^) (y — >.),.... 

c'est-à-dire, les résultats des substitutions àe p et q klà place de l'in- 
connue a: (n"* i) seront nécessairement de signes contraires. 

6. Corollaire i. Donc, si dans une équation quelconque on substitue 
successivement à la place de l'inconnue les nombres en progression 
arithmétique 

o, A, 2A , 3A, 4^, etc.,...» (A) 

les résultats correspondans formeront une suite , dans laquelle il y 
aura autant de variations de signes que l'équation proposée aura de 
racines réelles positives et inégales , mais dont les di£férences ne se- 
ront pas moindres que la différence A de la progression. De sorte que 
si l'on prend A égale ou moindre que la plus petite des différences 
entre les différentes racines positives et inégales de l'équation , la 
suite dont il s'agit aura nécessairement autant de variations de signes 
que l'équation contiendra de racines réelles positives et inégales. 

Donc, si la différence A est en même temps égale ou moindre 
que l'unité , on trouvera aussi , par ce moyen , la valeur entière ap- 
prochée de chacune des racines réelles positives et inégales de l'équa- 
tion (n^ a). 

Si l'équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle et positive , 
ou si elle en a plusieurs , mais dont les différences ne soient pas moin- 
dres que l'unité, il est clair qu'on pourra faire A= i, c'est-à-dire 
qu'on pourra prendre les nombres naturels o, 1,2, 5, etc. , pour les 
substituer à la place de l'inconnue ; mais , s'il y a dans l'équation des 
racines inégales dont les différences soient moindres que l'unité, alors 
il faudra prendre A moindre que l'unité , et telle qu'elle soit ^ale ou 
moindre que la plus petite des différences entre les racines dont il 
s'agit : ainsi la diflficulté se réduit à trouver la valeur qu'on doit donner 
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à A , en sorte qu'on soit assuré qu'elle ne surpasse pas la plus petite 
des différences entre les racines positives et inégales de l'équation pro- 
posée : c'est l'objet du problème suivant. 

7. Corollaire a. Toute équation qui a un seul changement de signe ^ 
a nécessairement une seule racine réelle positive. 

11 est d'abord clair que l'équation aura nécessairement une racine 
réelle positive, à cause qae sou dernier terme sera de signe diffé- 
rent du premier (n* 3). Or je vais démontrer qu'elle ne peut en avoir 
qu'une. 

Soit (en supposant le premier terme positif, comme à l'ordinaire) X 
la somme de tous les termes positifs de l'équation , et Y la somme de 
tous les négatifs , en sorte que l'équation soît X — Y = o ; et puisqu'il 
n'y a, par l'hypothèse, qu'un seul changement de signe, il est clair 
que les puissances de l'inconnue a? du polynôme X seront toujours plus 
hautes que celles du polynôme Y; de sorte que si af est la plus petite 
puissance de x dans le polynôme X, et qu'on divise les deux polynômes 

X et Y par Jf, la quantité —, ne contiendra que des puissances posi- 
tives de 07, et la quantité ^ ne contiendra que des puissances uéga- 

X 

tives de ac; d'où il suit que x croissant, la valeur de — devra croître 

aussi, et x diminuant, — diminuera aussi, à moins que le polynôme 

X ne contienne que le seul terme xf, auquel cas — sera toujours une 

Y 

quantité constante ; au contraire , x croissant , la valeur de -; dimi- 

Y 

nuera nécessairement , et x diqiinuant > z? ira en augmentant. Soit a 

la racine réelle et positive de l'équation, on aura donc, lorsque x:=^ay 

X Y 

X = Y ; donc aussi — = — : donc en substituant , au lieu de x , des 

X Y 

nombres quelconques plus grands que a , on aura toujours — > — , et 

par conséquent X — Y égal à un nombre positif; et en substituant , au 

. X Y 

lieu de x, des nombres moindres que a, on aura toujours ^K,p i et 

par conséquent X — . Y Ap a lJLi ^onc il sera impos-» 
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sjble que 1- équation ait des racines réelles et positives plus grandes ou 
plua petites que a. 

Si l'équation a plusieurs changemens de signe, elle peut avoir aussi 
plusieurs racines réelles positives; mais leur nombre ne peut jamais sur- 
passer celui des changemens ou variations de signe : c'est ce théorème 
qu'on appelle la règle de Descartes. Voyex la note VIIL 

8. Problème. Une équation quelconque étant donnée , trouver une 
autre équaticm' dont les racines soient les différences entre les racines 
de l'équation donnée. 

Soit donuée l'équation 

i«— Aa-^»+Ba:?^*~Ca-»-^-{-etc.==o.... (B); 

on sait que x pieut être indifféremment égal à une quelconque de ses 
racines: soit af une autre racine quelconque de la même équation y en 
sorte que l'on ait aussi 

^« _ Aar'--" + 60/"— — Cx'"^» + etc. = 0, 

et soit u la différence entre les deux racines x et x\ de manière que 
l'on ait J^ =s ^ -)- u ; substituant cette valeur de âp' dans la dernière 
équation, et ordonnant les termes par rapport à u, on aura une 
équation en u du même degré 771 , laquelle , en conunençant par les 
derniers termes , sera de cette forme 

X-|-Yii + Z«* + Vii'-f-etc. + ii!- = o, 
les. coefikriens X, Y, Z , etc«, étant des fonctions de x telles que 
X = 0* — Aj:^* + Ba^-* — Gz*--* + etc. , 

Z = !gS:iIlLV-->^(^-^^t'^-^)A:c->+ etc., 
etc.; 

c'est-A-dure , suivant la notation du calcul différentiel , 

Y=i^ Z-^ V— ^ etc 

Donc , puisque par r<&[aation donnée (B) on a X = o , l'éqUation pré^ 
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cédente étant divisée par li, deviendra celle-ci: 

Y+Ztt + Vi** + etc. + iif^* = o., (C). 



Cette équation , si l'on y substitue pour a? une quelconque des. racines 
de l'équation (B)^ aura pour racines les difiëtenCea entre cette racine 
et toutes les autres Hé la même équaGon' (B) : donc , si l'on combine 
les équations (B) et (C) en éliminant x^ on aura unie équation en u^ 
dont les racines seront les différences entre cbacajae dea raçioes de 
l'équation (B) et toutes les autres racines de la même équation; ce 
sera l'équation cherchée. 

Mais sans exécnter cette éliminalion ^ qtii serait souvent fiirt labo» 
rieuse , 11 stifHrà de considérer : 

i*". Que ^9 fi^yj etc., étant les racines de l'équation en x, Celles de 
l'équation en u seront a — jS, et—yyeUi^y /^•^^.> /S'-^>$ etc. , 
y — et y y — /3 , etc. , etc. j d'où l'on voit que ces racines seront au 
nombre de m (m — i), et que de j^us eDes s^ojit égdim deux k deux , 
et de signes conti^ires ', de sorte que l'équation en u manquera né- 
cessairement de toutes les puissances impaires de n. Donc , en feisant 

— i ^ = n et it*= ei 9 Péquation dont îl s'apt sera de cette forme 

u" — au""* -4- 4u"""*— eu""*' + etc. = o (D). 

2\ Que (a — ^)', (a— >)•, (i3 — >)', etc. , étant les différentes 
valeurs de t; dans l'équation (D) , le coefficient a sera égal à la somme 
de toutes ces valeurs , le coefficient b sera là scfmm'e % 'tous leurs 
produits deux à deux , etc. 

Or, iLest facile de voir que (et — 'j8)*-f- (a — yY + (jÔ — >)• + etc. 
= (;n — i) («iV4-^^* + >' rf- etc.) -- :»(ai3 ^afy^fiy + etc.) ; 
mais on sait que ajS •+•«>' + ^ + etc. = B ; et <»•-(- /S» -{->.•+ etc. 
-—A* — aB : donc on aura a = (w^ i) (A* — aB) — aB , savoir : 
a==(/7i — i) A^ — amB ; et on pourra , de la même ma^fe , tiwiver 
la valeur des autres coefficiens & , c , etc. 

Pour y parvenir plus facilement , supposons 

A| = a+/3-{-7 4- elc. y 
A^ = fit* -f jS* -f y 4-vete. , 
A3 = a} -f j8» + >» + etc. , 
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et l'on aura , comme l'on sait , 

« 

A. = A, , • 

A. = AA, — aB , 

Aj = AA, — BA, -f- 3C , 

A4 » AA, — BA. + CA, — 4D, 

etc. 

Supposons de plus 

«. = (« — jS)* + (* — yy + (/3 — y)" 4- etc.., 

«.= (« — /3)* 4- (« — yY + (/3 — yy + etc., 

«,= (* — i8)« + (« — ><)• + (jS — >)♦ + etc., 
etc. j 

il est &dle de voir que l'on aura 

t,=^{m- i)A4 - 4(A.A, - A,) + 6( tV-A4) ) , 
a, =5 (m — i)A» — 6(A,As — A,) + i5(A,A4 — Ae) 

- -(^^). 

etc. , 

ou bien 

a, = wiA. — 2^^*, 

fl.=:»lA4- 4A.A, + 6^-^*, 

o, = /TiAe — ôA.Aj + 15A1A4 — 20 -^> 
etc. ; 
et , en général , ^ 

fl^ = mA^iyu — 3;*AiA(a,^-.i) 
+ Hfi^HCHJJ A,A{a^— a) — etc. 



â. 



quantités 
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champ les valeurs des coefficiens a , b, c , etc: , de l'équation (D) par 
les formules 

« = <*!, 



b 



bai — aa% -f- a% 

5 } 



4 

etc. 

Ainsi on pourra déterminer directement les coefficiens a^ b^ c^ etc. j 
de l'équation (D) par ceux de l'équation donnée (B). Pour cela , on 
cherchera d'ahord , par les formules dinlessus , les valeurs des quantités 
Ai^ A^f A3, etc. y jusqu'à A^;; ensuite, à l'aide de celles-ci, on cher- 
chera ceUes des quantités af; a^^, ^3, etc. , jusqu'à a., et enfin , par ces 
dernières , on trouvera les valeurs cherchées des coefficiens a^ b ^ 
c , etc. 

9* Remarque. U est bon de remarquer que l'équation (D) exprime 
également les différences entre les radnes positives et négatives de 
l'équation (B) ; de sorte que la même équation aura lieu aussi lorsqu'on 
changera ^ en — - j? pour avoir les racines négatives (n^ 4)* 
' De plus , il est clair que l'équation (D) sera toujours la même , soit 
qu'on augmente ou qu'on diminue toutes les racines de l'équation 
proposée d'une même quantité qnelcoiique : donc, si cette équation 
a son second terme , on pourra le £iire disparaître , et chercher en- 
suite l'équation en ti ; on aura ainsi la même équation qu'on aurait 
eue si l'on n'avait pas &it évanouir le second terme , mais l'évanouis- 
sement de ce terme rendra toujours la recherche des coefficiens a , 
£, c, etc., un peu plus &cile, parce qu'on aura A?=o, et par con- 
séquent aussi A, = ; de sorte que les formules du numéro précé- 
dent deviendront 

A, = o, 

A. = — nB, 

A, = 3C, 

A4 ss — • BA. — 4D , 

etc. , 
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a, XB mAtf 



etc., 



etc. 



2 

ha\ — OOa -^' «3 



10. Corollaire i. Puisque les radnes de l'équation (D) sont les 
carrés des différences entre les racines de l'équation proposée (B) , il 
est dair que si cette équation (D) avait tous ses termes de même signe y 
auquel cas elle n'aurait aucune racine réelle positive, il est clair, dis- 
je , que , dans ce cas , les différences entre les racines de l'équation (B) , 
seraien*t toutes imaginaires ; de sorte que cette équation ne pourrait 
avoir qu'une seule racine réelle , ou bien plusieurs racines réelles et 
égales entre elles. Si ce dernier cas a lieu , on le reconnaîtra , et on 
le résoudra par les méthodes connues (vojrez aussi plus bas le cha^ 
pitre II); à l'égard du premier cas, il suit du n* 6 qu'on poinra 
prendre A s=: i . 

IX. Corollaire 2. Si l'équation (B) a une ou plusieurs couples de 
racines égales, il est clair que l'équation (D) aura une ou pluÂeurs va- 
leurs de u égales à zéro; de sorte qu'eUe sera alors divisible une ou plu- 
sieurs £9is par u. Cette division faite , lorsqu'elle a lieu , BiÂt l'équatian 
restante disposée à rebouts de cette manière : 

I + au -f- /3u* -f- T^u' -f- , el.c. + 7nf:=:o (E), 

r étant = ou <C /ï; qu'on fasse u ;= -, et ordonnant l'équation par rap- 
port kjTy on aura 

y + tf;^r:' + /8^-*-f-9^3^, etc.-+-7r = o (F). 

Qu'on cherche par les méthodes connues la lîmitenles racines positives 
de cette équation , et soit / cette limite ; en sorte que / surpasse cha- 
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cune des valeurs positives dej^; donc y sera moindre que chacune des 

valeurs positives de - ou de u ; et par conséquent moindre que cha- 
cune des valeurs de ii% à cause de u =ii* (problème précédent). 

Donc '—j sera nécessairement moindre qu'aucune des valeurs de 

u , c'est-a*-dire qu'aucune des difierences entre les raéines réelles et 
inhales de l'équation proposée (B). 

Donc, i^. si |//<C I , alors on sera sûr que 'l'équation (B) n'aura 
point de racines réelles dont les difierences soient moindres que l'unité : 
ainsi, dans ce cas, on pourra faire, sans scrupule, A = i (n** 6). 

i^. Mais si |//= ou ^ i , alors il peut se faire qu'il y ait dans 
l'équation (B) des racines dont les difierences soient moindres que 
l'unité \ mais , comme la plus petite de ces difierences sera toujours 

nécessairement plus grande que *j. , on pourra toujours prendre A = 

ou < r^ (numéro cité). 

En général, soit k le nombre entier qui est égal ou immédiatement 
plus grand que )//, et on pourra toujours prendre A = t* 

12. Scholie I. Quant à la manière de' trouver la limite des racines 
d'une équation , la plus commode et la plus exacte est celle de New- 
ton , laquelle consiste à trouver un nombre dont les racines de l'équa- 
tion proposée étant diminuées , l'équation résultante n'ait aucune va- 
riation de signe ; car alors cette équation ne pourra avoir que des 
racines négatives; par conséquent le nombre dont les racines de la 
proposée auront été diminuées, surpassera nécessairement la plus 
grande de ces racines. 

Ainsi, pour chercher la limite / des racines de l'équation 

(F) r+ Af-' + jSr- +3cr"' -t- etc. = o , 

on y mettra^ -(-/au lieu dej^, et ordonnant l'équation résultante par 
rapport à y y elle deviendra 

P + Qj^ + Rr' + Sr'+etc.+^=o, 

a. . 
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dans laquelle 

P = /' + af — + j8^-* H- >/'-» H- etc. 4- w , 

Q = ri'-' + (r — i) af-' -f (r— a) /SZ'-» + etc. ; 

a a ' 

g^r(r-.)(r-2)^,, ^^ 

a.^ 

etc., 

et il n'y aura qu'à chercher une valeur de l qui , étant substituée dans 
les quantités P, Q, R, etc., les rende toutes positives; en commen*- 
çant par la dernière de ces quantités, laquelle n'aura que deux termes, 
et remontant successivement anx quantités précédentes , on détermi- 
nera facilement le plus petit nombre entier qui pourra être pris pour /, 
et qui sera la limite la plus proche cherchée. 

Si l'on voulait éviter tout tâtonnement , il n'y aurait qu'à prendre 
pour / le plus grand coefficient des termes n^tifi de l'^piation 
(F) , augmenté d'une unité ; car il est facile de prouver qu'en don- 
nant à / cette valeur, les quantités P, Q, R> etc., seront toujours 
positives. 

Cette manière d'avoir la limite des racines d'une équation quel- 
conque est due, je crois, à Maclaurin; mais en voici une autre qui 
donnera le plus souvent des limites plus approchées. 

Soit — ^ly^^ — JT*^" — 'rty^'^^ — etc. , les termes négatif de 
l'équatdon (F), on prendra pour / la somme des deux phis grandes 

des quantités v^;t , ^v , yTr , etc. , ou un nombre quelconque plus 
grand que cette somme. Cette proposition peut se démontrer de la 
même manière que la précédente ; ainsi nous ne nous y arrêterons pas. 
Au reste , il faut observer que les limites trouvées de l'une ou de 
l'autre de ces deux manières seront rarement les plus prochaines li- 
mites. Pour en avoir de plus petites, on essayera successivement pour 
/ des nombres moindres , et l'on prendra le plus petit de ceux qui 
satisferont aux conditions que P, Q, R, etc., soient des nombres 
positifs. 

i3. Scholie a. Ayant donc trouvé la limite / de l'équation (F), 
et pris A: égal ou immédiatement plus grand que v^/, on fera. 
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A ss ^ (n* II) , et on substitaera saccessivement dans l'équation pro- 

12 3 

posëe^ à la place de l'inconnue, les nombres o, t > t , t , etc. ;• les ré- 
sultats venant de ces substitutions, formeront une série dans laquelle il 
y aura autant de variations de signe que l'équation proposée contiendra 
de racines réelles positives et inégales, et, de plus, chacune de ces ra- 
dnes se trouvera entre les deux nombres qui auront donné des ré- 
sultats consécutif de signes difiPârens; de sorte que si les nombres 

7 et "**' donnent des résultats de signe contraire , il y aura une ra- 
cine entre j et —y- } par conséquent , le nombre entier qui appro- 

diera le plus de t sera la valeur entière approchée de cette racine 

(n*a). 

Ainsi l'on reconnaîtra par ce moyen , non^^seulement le nombre des 
racines positives et inégales de l'équation proposée , mais encore la va- 
leur entière approchée de chacune de ces racines. 

Au reste, il est clair que m l'on trouvait un ou plusieurs résultats 
^ux à zéro, les nombres qui auraient donné ces résultats seraient des 
racines exactes de l'équation proposée. 

Pour &ciliter et abr^er. ce calcul , on fera encore les remarques 
suivantes : 

I*. Si l'on cherche par les méthodes des numéros précédons la limite 
des racines positives de l'équation proposée , il est clair qu'il sera inu- 
tile d'y substituer à la place de l'inconnue des nombres plus grands 
que cette limite. En effet, il est &cile de voir qu'en substituant des 
nombres plus grands que cette limite , on aura toujours nécessairement 
des résultats positifs. Ainsi , nommant A la limite dont il s'agit , le 
nombre des substitutions à faire sera ^al à AA:, et par conséquent tou- 
jours limité. 

En général, sans chercher la limite A, il suffira de pousser les sub- 
stitutions jusqu'à ce que le premier terme de l'équation ou la somme 
des premiers termes , s'il y en a plusieurs consécutifs avec le même 
ôgne «^ , soit égale ou plus grande que la somme de tous les termes 
négatifs ; car il est facile de prouver , par la méthode du n"* 7 , qu'en 
donnant à l'inconnue des valeurs plus grandes, on aura toujours à 
l'infini des résultats positif. 
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2°. Au lieu de substituer à la place de l'incoDiiue as les fractions 

jy j^y etc., on y mettra d'abord t à la place de Xy oxxj ce qui revient 

au même 9 on multipliera le coeQicient du second terme par k^ celui du 
troisième terxpe par k*^ et ainsi des autres; et on substituera. ensuite à 
la place de x Içs nombres naturels o, i, 2y 3, etc. juscpi'à la limite de 
cette équation , ou bien jusqu'à ce que le premier terme ou la somme 
des premiers 9 quand il y en a plusieurs consécuti& avec le même signe, 
soit égale ou plus grande que la somme des négatifs ; par ce moyen , 
les résultats seront tous des nombres entiers, et les racines de l'équa- 
tion proposée se trouveront nécessairement entre les nombres consé- 
cutifs qui donneront des résultats de signes contraires, ces nombres étant 
divisés par A:, comme nous l'avons yu plus haut. 

3^. Soit m le degré de l'équation dans laquelle il s'agit de substituer 
successivement les nombres naturels o, i, a, 3, etc., je dis que, dès 
que l'on aura trouvé les m + z premiers résultats, c'est-à-dke ceux: 
qui répondent à ar = o, 1,2, etc., ii», on pourra trouver tous les sui* 
vans par la seule addition. 

Pour cela, il n'y aura qu'à chercher les différences des résultats 
trouvés, lesquelles seront au nombre de m, ensuite les différences de 
ces différaices, lesquelles ne seront plus qu'au nombre de m— i , et 
ainsi de suite jusqu'à la différence m'*'^. 

Cette dernière difierence sera nécessairement constante, parce que 
l'exposant de la plus haute puissance de l'inconnue est 771 ; ainsi on 
pourra continuer la suite des différences 77^"^ aussi loin qu'on voudra , 
en répétant seulement la même différence trouvée; ensuite, par le 
moyen de cette suite, on pourra, par la simple addition, continuer 
celle des différences tti-^^i^"^, et à l'aide de celle-ci, on pourra conti- 
nuer de même la suite des différences 771— a^'^', et ainsi de suite, jus- 
qu'à ce que l'on arrive à la première suite, qui sera celle des résultats 
cherchés. 

Il est bon d'observer ici que si les termes correspondans des diffé- 
r^ites suites dont nous parlons étaient tous positifs, les termes suivans 
dans chaque suite seraient toi:|S aussi positiÊ. Or, puisque la dernière 
différence est toujours positive , il est clair qu'on parviendra nécessai- 
rement dans chaque suite & des termes tous positif ; ainsi il suffira de 
continuer toutes ces suites jusqu'à ce que leurs termes correspondans 
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soient deTenuÉ ton» positifii , parce qa'ûlorii cm «era sâr qtxe la série ^dés 
j^ultats, continuée aussi loin qu'où vottdra, iséra tou)0ni^{>()9itive, et 
que, par conséquent, elle lie contiendra plus aucune variation de rîgne. 
Pour^aircir céd par un exemple, soit proposée l'éqnatîon 

x^ — 63x rh 189 as oj 

' ' . ^ ■ • ■ 

on trouvera d'abord que les résultats qui répondent à ir:=Oy>i,2|3, 

sont 189, 137, 71, :ï7, d'où l'on tirera les différences premières — 6a, x 

— 56, — 44? l^s différences secondes 6^ i a, et la différence troisième 63 

ainsi on formera les quatre séries suivantes : 



6 


6 


6 


6 


6 


6 


6) etc., 


6 


la 


18 


a4 


do 


36 


4a, etc., 


— 6a 


— 56 


-44 


— a6 - 


— a 


aS 


64 1 etc.. 


189 


137 


71 


a? 


I 


— i 


37, etc.; 



dont la loi e^ que cbaque terme est égal à la somme du terme précé- 
dent de la même série , et de celui qui y est au-dessus dans la série pré- 
cédente j de sorte qu'il est très fecile de continuer ces séries aussi loin 
qu'on voudra. 

La dernière de ces quatre séries sera, comme l'on voit, celle des 
résultats qui viennent de la substitution des nombres naturels 0,1, 
a , etc. à la place de a: dans l'équation proposée ; et conune les termes 
de la septième colonne, savoir : 6, 4^^ 64, 27, sont tous positifs, il 
s'ensuit que les termes suivans seront tous aussi positifs ; de sorte que 
la série des résultats, continuée aussi loin qu'on voudra^ n'aura plus 
aucune variation de signe. 

14. Remarque. On avait déjà remarqué que l'on pouvait trouver la 
valeur approcbée de toutes les racines réelles et inhales d'une équa- 
tion quelconque, en y substituant successivement à la place de l'in- 
connue différens nombres en progression arithmétique; mais cette 
remarque ne pouvait pas être d'une grande utilité , &ute d'avoir une 
méthode pour déterminer la progression que l'on doit employer dans 
chaque cas, en sorte que l'on soit assuré qu'elle fasse connaître toutes 
les racines réelles et inégales de l'équation proposée. Nous en sommes 
heureusement venus à bout à l'aide du problème du n^ 8, et nous 
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verrons encore cnaprès d'autres usages de ce même problème par rap- 
port aux raônes égales et imaginaires. 

Au reste, la recherche de la quantité A (n^ ii) ne serait point 
nécessaire si l'équation proposée n'avait que des racines réelles ; mais 
les conditions par lesquelles on peut reconnaître d'avance la réalité de 
toutes les racines, lorsqu'elle a lieu dans une équation donnée, dé- 
pendent de l'équation même des difiërences, ou de formules équiva- 
lentes. (Voyez la note VIII.) 
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CHAPITRE IL 

De la manière das^ir les racines égales et les racines 

imaginaires des équations. 

i5. IN ou s n'avons considéré, dans le cbapitre précédent, que les 
racines réelles et inégales de Véquation proposée (B) ; supposons main- 
tenant que cette équation ait des raciues égales : dans ce cas, il fau- 
dra (n^ II) que l'équation (D) soit divisible autant de fois par v qu^ 
y aura de combinaisons de racines égales deux à deux ; par consé- 
quent il faudra qu'il y ait dans cette équation (D) autant des derniers 
termes qui manquent; ainsi on connaîtra par ce moyen combien de 
racines égales il y aura dans la proposée. 

Mais on peut s'assurer d'avance si l'équation proposée a des racines 
égales, et même trouver ces racines indépendamment de l'équation (D). 
Car puisque dans le cas des racines égales, on a nécessairement ii=o 
(n* 8) , l'équation (C) du même numéro donnera pour ce cas Y =ï= o ; 
ainsi il faudra que les deux équations en Xy X = Oj et Y=o, aient 
lieu en même temps lorsque x est égal à une quelconque de3 racines 
^ales de l'équation (B). 

On cberchera donc, par les méthodes connues, le plus grand com- 
mun diviseur des deux polynômes X et Y 5 et faisant ensuite ce divi- 
seur égal à zéro, on aura une équation qui ne sera composée que des 
racines égales de la proposée, mais élevées à une puissance moindre 
de l'unité. 

Soit R le plus grand commun diviseur de X et de Y, et X' le quo- 
tient de X divisé par R, il est facile de voir que l'équation X'=o 
contiendra toutes les mêmes racines que l'équation proposée X = o , 
avec cette différence que les racines multiples de cette équation seront 
simples dans l'équation X' = o ; ainsi l'équation X' s= o sera dans le 
cas des méthodes précédentes. 

On peut encore, si l'on veut, trouver deux équations séparées^ dont 

3 
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FuDe contienne seulement les racines égales de l'équation X = o, et 
dont l'autre contienne les racines inégales de la même équation. Pour 
cela, il n'y aura qu'à chercher de nouveau le plus grand commun 
diviseur des polynômes X' et Y ; et nommant ce diviseur R', on pren- 
dra le quotient de X' divisé par Wy lequel étant nommé X'', on fera 
ces deux équations X''=o, et R' = o. 

lÀ première contiendra seulement les racines inégales de l'équation 
X = o, et la seconde contiendra seulement les racines égales de la 
même équation y mais chacune une seule fois ; de sorte que les deux 
équations X''=o, et R^=o, n'auront que des racines inégales, et 
par conséquent seront susceptibles des méthodes du chapitre précédent. 

t6. Connaissant ainsi le nombre des racines réelles, tant inégales 
qu'égales, de l'équation proposée, si ce nombre est moindre que le 
degré de l'équation , on en conclura que les autres racines sont néces- 
sairement imaginaires. 

En général , pour que l'équation (B) ait toutes ses racines réelles , il 
&ut que les valeurs de u soient réelles aussi ; donc il faudra que les 
valeurs de u^ ou de u soient toutes réelles et positives j par conséquent, 
l'équation (D) du n^ 8 doit avoir toutes ses racines réelles positives : 
donc il faudra, par la règle connue, que les signes de cette équation 
soient alternativement positifs et négatifs; de sorte que si cette condi- 
tion n'a pas lieu, ce sera une marque sûre que l'équation (B) a néces- 
sairement des racines imaginaires. 

Or, on sait que les racines imaginaires vont toujours en nombre 
pair, et qu'elles peuvent se mettre deux à deux squs cette forme, 
tf-j- jS y/ — I j a — j8v/— 1, a et /3 étant des quantités réelles (*); 
donc on aura u=d= 2j8^/— i , et par conséquent u = — 4/3*J d'où 
l'on voit que l'équation (D) aura nécessairement autant de racines 
réelles négatives qu'il y aura de couples de racines imaginaires dans 
l'équation (B). 

Donc, si l'on fait u=s— TV, ce qui changera l'équation (D) en 
cêllé-ci 

fv"+ ow^* + iîv"'"^ + cw'^^ + etc. = o (G), 

cette équation aura nécessairement autant de racines réelles po- 

I* . • 

(*) Voyez la note IX. 
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sitives qu'il y aura de couples de racines imaginaires dans Téqua-- 
tion (B). 

17. 11 suit de li que pour avoir la yalear des racines imagtBaireé 
de l'équation (B) , il n'y a qu'à chercher les radnes réelles positives de 
l'équation (G). En effet , soient Wy v^\ w'"j etc. ce» racines , on aura 

d'ahord ^ — , ^^^ , — — , etc. pour les valeurs de j0 j ensuite , pour 

2 2 2 

trouver les valeurs correspondantes a^ on substituera, dans 'l'équation 
(B) , a -4- j3 ^— • I , à la place de x^ et on fera deux équations séparées 
des termes tous réels , et de ceux qui seront multipliés par v/— ^ i } de 
cette manière, on aura deux équations en a de cette forme: 

ar + Pa— V + Qflt— + etc. = o\ ^^ .jj. 
ma""* + Z?*"*"' + yot"""' + etc. = o J ^ ^^ 

dans lesquelles les coefliciens P, Q^ etc. p, ç^ etc. seront donnés en 
a^ bj c^ etc. et en j8. 

Donc, si l'on donne à j8 quelqu'une des valeurs précédentes, il faudra 
nécessairement que ces deux équations aient lieu en même temps, et 
par conséquent il faudra qu'elles aient un diviseur commun. On cher* 
chera donc leur plus grand commun diviseur; et le faisant égal à zéro, 
on aura une équation en a et j?, par laquelle j3 étant connu, on 
trouvera ce. 

U est bon de remarquer que, si toutes les valeurs de j3 tirées de 
l'équation (G) sont inégales entre elles, alors à chaque valeur de j3 il 
ne pourra répondre qu'une seule valeur de tf ; donc, dans ce cas, les 
deux équations (H) ne pourront avoir qu'une seule racine commune ; 
et par conséquent leur plus grand commun diviseur ne pourra être 
que du premier degré. 

On poussera donc la division jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste 
où a ne se trouve plus qu'à la première dimension , et l'on fera ensuite 
ce reste ^al à zéro; ce qui donnera la valeur cherchée de a. 

Mais si parmi les valeurs de j3 tirées de l'équation (G) , il y en a , 
par exemple , deux égales entre elles , alors , comme à chacune de ces 
valeurs égales de jS, il peut répondre des valeurs différentes de «, il 
&udra qu'en mettant cette valeur double de /3 dans les équations (H), 
elles puissent avoir lieu par rapport à l'une et l'autre des valeurs de 
a qui y répondent; ainsi ces deux équations auront nécessairement 

3.. 
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deux racines communes, et par conséquent leur plus grand commun 
diviseur sera du second degré. Il faudra donc , dans ce cas , ne pousser 
la division que jusqu'à ce que l'on arrive a un reste où a se trouve 
à la seconde dimension seulement ; et alors on fera ce reste égal à 
zéro j ce qui donnera une équation du second degré y par laquelle on 
déterminera les deux valeurs de a , lesquelles seront nécessairement 
toutes deux réelles. 

De même, s'il y avait trois valeurs ^ales de j8, il faudrait, pour 
trouver les valeurs de et qui répondraient à cette valeur triple de 0j 
ne pousser la division que jusqu'à ce que l'on parvtnt à un reste où 
la plus haute puissance de a fût la troisième ; et alors fiaôsant ce reste 
égal à zéro , on aurait une équation en et du troisième degré , laquelle 
donnerait les trois valeurs réelles de cl , correspondantes à la même 
valeur de j9 , et ainsi de suite. 
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CHAPITRE III. 



Nouçelle méthode pour approcher des racines des équations 

numériques. 

i8. i^oiT Féquation 

Aar* + ar*-* + Gr^'+etc. + K = o (a), 

et supposons qu'on ait déjà trouvé par la méthode précédente , ou au- 
trement^ la valeur entière approchée d'une de ses racines réelles et po* 
sitivesj soit cette première valeur p^ en sorte que l'on ait x^ p et 

^^/?«^i, on fera a:=;/?«^- ; et substituant cette valeur dans 

l'équation proposée, à la place de or, on aura, après avoir multiplié 
toute l'équation par j'^\ et ordonné les termes par rapport à j^ une 
équation de cette forme 

A>" + B>— ' + C>^» + etc. + K' = o (i). 

Or , comme {hyp^ , - > o et < i , on aura j'* > i j donc l'équation 

(3) aura nécessairement au moins une racine réelle plus grande que 
l'unité. 

On cherchera donc, par les méthodes du chapitre P', la valeur en- 
tière approchée de cette racine ; et comme cette racine doit être néces*- 
sairement positive, il suffira de considérer^ comme positif (n* 4)- 

Ayant trouvé la valeur entière approchée dejr, que je nommerai ^, 

on fera ensuite^ = ^ H — ^ et substituant cette valeur de jr dans l'équa- 
tion ift) , on aura une troisième équation en z de cette forme , 

AV + B"z"-* + CV— +etc. + K"=o (c), 

laquelle aura nécessairement, au moins, une racine réeUe plus grande 
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que l'unité , dont on pourra trouver de même la valeur entière 
approchée. 

Cette valeur approchée de z étant nommée r, on fera z = r H — 9 

et substituant, on aura une équation en u, qui aura au moins une 
racine réelle plus grande que l'unité , et ainsi de suite. 

En continuant de la même manière , on approchera toujours de plus 
en plus de la valeur de la racine cherchée ; mais s'il arrive que quelf- 
qu'un des nombres /?, ç, etc., soit une racine exacte, alors on aura 
xz=zpy ou^ = ^, etc., et l'opération sera terminée; ainsi, dans ce 
cas , on trouvera pour a: une valeur commensurable. 

Dans tous les autres cas , la valeur de la racine sera nécessairement 
incommensurable , et l'on pourra seulement en approcher aussi près 
qu'on voudra. 

19. Si l'équation proposée a plusieurs racines réelles positives , on 
pourra trouver, par les méthodes exposées dans le chapitre I*"", la 
valeur entière approchée de chacune de ces racines; et nommant ces 
valeurs p , p\ p"y etc. , on les emploiera successivement pour appro- 
cher davantage de la vraie valeur de chaque r^^cine , il faudra seule- 
ment remarquer , 

I®. Que si les nombres /?, p', p^\ etc., sont tous différens l'un de 
l'autre, alors les transformées (3), (c), etc., du numéro précédent, 
n'auront chacune qu'une seule racine réelle et plus grande que l'unité ; 
car si, par exemple, l'équation (A) avait deux racines réelles plus 

grandes que l'unité, telles que f et y, on aurait donc x^=: p j^ 1^ 

et a:=/7 + -7 ; de sorte que ces deux valeurs de x auraient la même 

valeur entière approchée p contre l'hypothèse : il en serait de même si' 
l'équation (o) , ou quelqu'une des suivantes , avait deux racines réelles 
plus grandes que l'unité. 

De là il suit que , pour, trouver dans ce cas les valeurs entières ap- 
prochées 7, r, etc., des racines des équations (6), ({?), etc., il sc^- 
fira de substituer successivement à la place à&y^ Zy etc. , les nombres 
naturels positifs 1,2, 3 , etc., jusqu'à ce que l'on trouve deux substi- 
tutions consécutives qui donnent des résultats de signes contraires (n^ 6). 

3®. Que s'il y a deux valeurs de x qui aient la même valeur entière 
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approchée ;?, en employant cette valeur, l'équation (b) aura aussi deux 
racines plus grandes que l'unité , et si leur valeur entière approchée est 
la même, l'équation (c) aura encore deux racines plus grandes que 
l'unité , et ainsi de suite , jusqu'à ce que l'on arrive à une équation 
dont les deux racines , plus grandes que l'unité , aient des valeurs en* 
tières approchées différentes ; alors chacune de ces deux valeurs don- 
nera une suite particulière d'équations qui n'auront plus qu'une seule 
racine réelle plus gn^ide que l'unité. 

En effet, puisqu'il y a deux valeurs différentes de x qui, ont la 
même valeur entière approchée p^ ces deux valeurs seront représen- 
tées par ^-h " 9 ^^ sorte qu'il faudra que jr ait nécessairement deux 

valeurs réelles plus grandes que l'unité : et , si ces deux valeurs de jr 
ont la même valeur approchée q , il faudra de nouveau qu'en &isant 

jrz= q '■\ — , :? ait deux valeurs différentes plus grandes que l'unité , 

et ainsi de suite. 

Mais, si les valeurs entières approchées dejr étaient différentes, alors 

nommant ces valeurs ç et /, on ferait [successivement jr^=:qm^i 

et j^=:^' -<(--; il est clair que 2, dans l'une et l'autre de ces deux 

suppositions , n'aurait plus qu'une seule valeur réelle plus grande que 
l'unité, autrement les valeurs de^, au lieu d'être seulement doubles, 
seraient triples ou quadruples , etc. 

Donc , quand on sera parvenu à une transformée dont les deux ra- 
cines, plus grandes que l'unité , auront des valeurs entières différentes , 
on sera assuré que les autres transformées résultantes de chacune de 
ces deux valeurs,. n'auront plqs qu'une seule racine plus grande que 
l'unité. Quant à la manière de trouver les valeurs entières approchées 
PjÇf etc., lorsqu'elles répondent à plus d'une racine, voyez ci-après 
Chap. VI , art. iv.' 

On peut faire des remarques analogues sur le cas où il y aurait dans 
l'équation (a) trois racines, ou davantage, qui auraient la même valeur 
entière approchée. 

20. Nous avons supposé dans le n® 18 que les racines cherchées 
étaient positives j pour trouver les négatives, il n'y aura qu'à mettre 
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— ' X à la place de x dans l'équation proposée y et l'cm cherchera de 
même les racines positives de cette dernière équation : ce seront les 
racines négatives de la proposée (n^ 4)* 

Quant aux racines imaginaires qui sont toujours exprimées par 
£(^jS^— il, nous avons donné, dans le chapitre II, le moyen de 
trouver les équations dont tt et fi sont les racines ; ainsi il n'y aura 
qu'à chercher les racines réelles de ces équations, et l'on aura la valeur 
de toutes les racines imaginaires de l'équation proposée. 

ai. Pour faciliter les substitutions (n^ 18) de P'^ -j au lieu de a?, 

de 7 -{- - , au lieu dej^, etc., il est bon de remarquer que les coeffi- 

ciens de la transformée (3) peuvent se déduire immédiatement de ceux 
de l'équation (a) en cette sorte : 

A' = Aff+ B^— -I- (>■— -f D/j— ' + etc., 

B' = mAff-'+ (/»— i) B/?-— + (m— a) Cp"-* + etc., 

C = îtOlziL) A;,-- H- (>"-0 C"»-^) B»-» + etc., 

etc. 

On aura de même ceux de la transformée (c) par ceux de la transfor- 
mée (b) f en mettant dans les formules précédentes y à la place de p , 
A", B", C, etc. à la place de A', h% C, etc. et A', B', C, etc. à la place 

de A, B, C, etc. , et ainsi de suite. 

De là , il est évident que le premier coefficient A' ou A'', etc. ne sera 

jamais nul, à moins que le nombre p ou Çy etc. ne soit une racine 

exacte, auquel cas nous avons vu que la fraction continue se termine 

à ce nombre (n® i8). En efifet, si A'=o, ou A''=o, etc., on aura 

^=00, ou z = oo; donc xz=spy ou jr^ç^ etc. 

22. Soient donc;?, ÇjPySyty etc. les valeurs entières approchées 
des racines des équations (à) y (A), (c), etc., en sorte que l'on ait 

X = p + i ^ = y + i, a = r+i etc., 
tid)Stituant successivement ces valeurs dans celle de a; , on aura 

. + — ï 

r + 



* + etc. 
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Ainsi la valeur de x^ c'est-à-dire de la racine chercha ^ sera ezprimëe 
par une fraction continue. Or , on sait que ces sortes de fractions 
donnent toujours l'expression la plus simple ^ et en même temps la 
plus exacte qu'il est possible d'un nombre quelconque, rationnel ou 
irrationnel. 

Hujrgens parait être le premier qui ait remarqué cette prc^mëte des 
fractions continues, et qui en ait fait usage pour trouver les fractions 
les plus simples , et en même temps les plus approchantes d'une frac- 
tion quelconque donnée. [^Voyez son Traité de Automaio planeiario.) 

Pludeurs habiles géomètres ont ensuite développé davantage* cette 
théorie, et en ont fait différentes applications ingénieuses . et utiles; 
mais on n'avait pas encore pensé, ce me semble, à s'en servir^ dans la 
résolution des équations. 

^3. Maintenant, si on réduit les fractions continues 

i 
P I ' I ï 

en fractions ordinaires, on aura en faisant 

|3 = ^« + 1 , ^' = ytf' = y, 

j. = rj3 -4- a, y =s rP>^ -|- a', 

J^ = ^ + /3, S" = sy' + fi% . , 

etç* , eic, 

on aura, dis-je, cette suite de fractions particulières : 

« i8 >. J^ 

7> g'» '^y y> ^^*y 

lesquelles seront nécessairement convergentes vers la vraie valeur de x^ 
et dont la première sera plus petite que cette valeur, la seconde sejra 
plus grande, la troisième plus petite, et ainsi de suite; de sorte que la 
valeur cherchée se trouvera toujours entre deux. fractions ccmsécutivcs 
quelconques : c'est ce qu'il est aisé de déduire de la nature même de la 
fraction continue, d'où ceUes^-ci sont tirées. 

Or, il est facile de voir que les valeurs de tt, jS, >, etc^,,et^a'. $\ 
y'j etc. sont toujours telles que j8a'— -a^ssi, j^^^TT 
J^'— >J^= I , etc. ; d'où il s'ensuit , 

i^. Que ces fractions sont déjà réduites à leiu^ moin 
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car si 7^ et y\ par exanple , avaient un commun diviseur autre que 
l'unité y il faudrait, en vertu de l'équation /3y' — >i3'«=s i , que l'unité 
£(it aussi diviaîble par ce même diviseur. 
^^ Qu'on aura 

de sorte que les fractions '^n'gy n ^^c* ^^ peuvent jamais diflirer de 

la vraie valeur de x que d'une quantité respectivement moindre que 

*^> J7-7 9 -717 > etc. ; d'où il sera facile de juger de la quantité de l'ap-^^ 

proximation. 

En général , puisque /3' > et', y^ > ]8', etc. , on aura 






d'où l'on Yoit que l'erreur de chaque fraction sera toujours moiadre 
que l'unité divisée par le carré du dénominateur de la même fraction. 
3"*. Que chaque fraction approchera de la valeur de Xy non-seule- 
ment plus que ne fait aucune des fractions précédentes, mais aussi 
plus que ne pourrait iaire aucune autre fraction quelconque qui aurait 

un moindre dénominateur. En effet, si la fraction ^, par exemple, 
approchait plus que la fraction —, , y étant > ii\ il faudrait que la 

AA tf^ J^ aa 9iÉ 0^ 9is T 

quantité ^ se trouvât entre Ces deux -7 et jp ; donc ^ iK.-y^ ->< -;y, 

et >oj donc f*>'— A^V^ y < '> et > o j ce qui ne se peut, puisque 
y^ y\ fA, pi! sont des nombres entiers. 

ja4* Les fractions ^^gy -7, etc. peuvent être appelées ^fractions 

principales, parce qu'elles convex^ent le plus qu'il est possible vers 
la valeur cherchée; mais, quand les nombres/?, ^, r, etc. diffèrent de 
l'unité, on peut encore trouver d'autres fractions convei^entes vers la 
même valeur,^ et qu'on appellera, si l'on veut, fractions secondaires. 

Par exemple, si r est >^i, on peut, entre les fractions -7 et -7, qui 
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sont toutes deux moindres que la valeur de 4?) insérer autant de frac- 
tions secondaires qu'il y a d'unitës dans r — i, en mettant successive- 
ment i, 3,3, etc. r— i, au lien de r. De cette manière, à cause de 
^=3r/3-|- A, et y' :^i r^^ '^ (t\ on aura cette suite de .fractions 

« > r+ct" 2/3' + «'^ 3lf+7' ^^^- ^7+7' 

dont les deux extrêmes sont les deux fractions principales -7 , ^ , et 

dont les intermédiaires sont des fractions secondaires. 

Or, si on prend la différence entre deux fractions consécutives 

quelconques de cette suite , comme entre ^ -t et 3^#T / , on troa»* 

vera Y ^ . ^^n (35^4. ^f\ > ^® ^^^ m^^ ^®'*® différence sera toupun 
positive, et ira en diminuant d'une fraction à Tftutre; d'où il suit 
que comme la dernière fraction ^ est moindre que la vraie valeur de 

la fraction continue , les firactions dont ii i^fft 6eront toutes plu9 
petites que cette valeur, et seront en même temps ccmvâr^i^tes ver9 
cette même valeur. 

On fera le même raisonnement par rapport & toutes les autres frac- 
tions principales ; et si on ajoute & ces fi«ctk>ns les deux fractions 7 
et ^, dont la première est toujours plus petite ^ et dont la seconde est 
plus grande que toute quantité donnée, on pourra former deux séries 
de fractions convergentes vers la valeur cherchée, dont l'une amtiendn 
toutes les fractions plus petites que cette valeur^ et dont l'autre con- 
tiendra toutes les fractions plus grandes que Ui même valeur. 

Fractions plus petites. 



o I a 3 p f «\ 

7> 7> 7> 7> etc., 7 •••••• ^7/1 

T^' 5?+7> WT^^ '^ îîr+7***\7y' 

F+7' 5qr7> 33F+7' ' 7F+? ''^\7j^ 

etc. 

4.- 
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Fractions plus grandes. 

o' 7+7' 57+1' 37+ i'^^^-» yct'+i--A7/' 
< + /8 ay +J ^±Li f n «y + i8 / / \ 

Z+ZS', ^+/J'' 3y'+/8" ^^^-^ ;7+l^---\^p;> 



y 
etc. 



Quant à la nature de ces fractions, il est facile de prouver, comme 
nous l'avons fait par rapport aux fractions principales, i^. que chacune 
de ces fractions sera déjà réduite à ses moindres termes; d'où il suit 
que comme les numérateurs et les dénominateurs vont en augmen- 
tant, ces fractions se trouveront toujours exprimées par des termes plus 
grands à mesure qu'elles s'éloigneront du commencement de la série, 
a*. Que chaque fraction de la première série approchera de la valeur 
de X plus qu'aucune autre fraction quelconque qui serait moindre que 
cette valeur, et qui aurait un dénominateur plus petit que celui de la 
même fraction ; et que, de même, chaque fraction de la seconde série 
approchera plus de la valeur de x que ne pourrait faire toute autre 
fraction qui serait plus grande que cette valeur, et qui aurait un déno- 
minateur plus petit que celui de la même fraction. 

En effet, s'il y avait une fraction comme ^ plus petite que la valeur 

r* 

de «r, et en même temps plus approchante de cette valeur que la frac- 
tion 57"X"-7> par exemple, en supposant 3/3'+a'>jw', il faudrait 

(à cause que la fraction -7 est plus grande que la valeur dont il s'agit) 

que la quantité 4 se trouvât entre les deux quantités ôyj-^ et ^ j 

donc la quantité ^ — Z^-^J devrait être 

^ fi 3)8 + 11 yfl^'— *^ ^ ' . 

<• ;? — 3f+-' ^ 7W+^ ^ /s'cs/s'+ô' 

donc il faudrait que Ac(3j8'+ a!) — jx'( SjS + a) fût < ^ < i ; ce qui 

ne se peut. 

Au reste, il peut arriver qu'une fraction d'une série n'approche pas 
si près qu'une autre de l'autre série, quoique conçue en termes moins 
simples \ mais cela n'arrive jamais quand la fraction qui a le plus grand 
dénominateur est une fraction principale (n*" 23). 
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CHAPITRE IV. 



Applications des Méthodes précédentes à quelques 

Exemples. 

!xS. Je prendrai pour premier exemple l'équation que Newton a 
résolue par sa méthode , savoir : 

x' — 20: — 5 = G. 

Je commence par chercher par Içs formules du n^ 8 l'équation en u 
qui résulte de cette équation; je fais donc m=:3, A=:o, B:^^— 2, 

3.2 

C=: 5; j'aurai 71=-^ = 3, A, = o, A«=49 A3= i5, A4=8, 

Ai=5o, Ae=9i; donc £ij=i3, «.= 72,^3 = — 14973 et de là 
a=i2, i = 36, c = — 643 ; de sorte que l'équation cherchée sera * 

u'— • i2w*+ 36w + 643 ^ o. 

G>mme cette équation n'a pas les signes alternativement positifs et 
négatifs, j'en conclus sur-le-champ que l'équation proposée a néces- 
sairement deux racines imaginaires y et par conséquent une seule 
réelle (n° 16}. 

Ainsi les nombres à substituer à la place de Xj seront les nombres 
naturels o, i, 2, 3, etc. (n** 6). 

Je suppose d'abord x positif, et je cherche la limite des valeurs 

de X par les méthodes du n** 12, je trouve V^2+ yS ^ 3; ainsi 3 
sera la limite cherchée en nombres entiers; de sorte qu'il suffira de 
faire successivement a: = o, =1, =3> =3; ce qui donnera ces ré- 
sultats : —5, —6, — T, +i6; d'où l'on voit que la racine réelle 
de l'équation proposée, sera entre les nombres 2 et 3; et qu'ainsi 2 
sera la valeur entière la plus approchée de cette racine (n^ 2). 
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Je £aiis maintenant, suivant la méthode du chapitre III, x:=z2-\- -, 
j'ai, en substituant et ordonnant les tennes par rapport à^, l'ëquatioQ 

^— iqr»— 6r — I = o, 

dans laquelle j'ai [change les signes pour rendre le prenûer terme 
positif. 

Cette équation aura donc nécessairement une seule racine plus grande 
que l'unité (n^ 19) ; de sorte que pour en trouver la valeur approchée , 
U n'y aura qu'à substituer les nombres o, i, 3, 3, etc. jusqu'à ce que 
l'on trouve deux substitutions consécutives qui donnent des résultats 
de signes contraires. 

Pour ne pas faire beaucoup de substitutions inutiles, je remarque qu'en 
Élisant 7* =0, j'ai un résultat n^tif, et qu'en disant j^s= 10, le ré- 
sultat est encore négatif; je commence donc par le nombre 10, et je 
fais successivement j^= 10, =11, etc., je trouve d'abord les résul*- 
tats — 61, +549 etc. j d'où je conclus que la valeur approchée de ^ 
est 10; donc ^;=io. 

Je &is donc jr -= 10 + - , j'aurai l'équation 

612* — 94^'— 30» — I = oj 

et supposant successivement j5=si, =29 etc., j'aurai les résultats 
-^549 H*?!} etc.; donc r= i. 

Je Ëib encore z = i + -9 j'aurai 

54tt'H- 25ii*— 89a — 61 sss OJ 

et supposant 11 = 1, =s a, j'aurai les résultats — *7i9 +293^ etc.; 
donc ^= I, et ainsi de suite. 

En continuant de cette manière, on trouvera les nombres s, lo, 
I, I, a, I, 3, 1^ I, la, etc., de sorte que la racine cherchée sera 
exprimée par cette fraction continue 




^ a + etc.; 
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d'où l'on tirera les fractions {p? a3) 

a 91 a3 44 <i^ '^ ^7^ 7^' '^7 '^4'^ . 
'i' w' «• ïî' U' 74' 355' Jfo "6^4' "^^ ^^'9 

lesquelles seront alternativement plus petites et plus grandes que )a 
valeur de x. 
La dernière fraction ^^^ est plus grande que la racine cherchée ; 

mais l'erreur sera moindre que ^ go y {p^ ^3, 2^.)^ c'est-à-dire mçiindre 

que 0,00000001 63; donc, si on réduit la fraction Ve^ en fraction dé- 
cimale, elle sera exacte jusqu'à la septième décimale : or, en faisant la 

division, on trouve a,o9455i4865 ; ainsi la racine cherchée sera 

entre les nombres 2,094^5 149 et 2,09455 147- 

Newton a trouvé par sa méthode la fraction 3,09455 147 {vajrez sa 
Méthode des suites infinies); d'où l'on voit que cette méthode donne 
dans ce cas un résultat fort exact : mais on aurait tort de se promettre 
toujours une pareille exactitude. 

26. Quant aux deux autres racines de la même équation, nous 
avons déjà vu qu'elles doivent être imaginaires : néanmoins ^ si on vou- 
lait en trouver la valeur, on le pourrait par la méthode du n^ 17. 

Pour cela, on reprendra l'équation en u trouvée ci-dessus, et en y 
changeant u en *— TV, et changeant ensuite tous les signes, on aura 

TV* + law* + 36w — 643 = Oy 

et il ne s'agira plus que de chercher une racine réelle et positive de 
cette équation. Or, puisqu'elle a son dernier terme négatif, eue aura 
nécessairement une telle racine , dont on pourra trouver la valeur w- 
tière la plus approchée par la substitution successive des nombres na- 
turels o, 1, 2, 3, etc. (n^ 3). En effet, en &isant tvsbS, on aura le 
résultat —38, et en faisant tvss6, on aura H^^^i; ainsi la valeur 
entière la plus approchée de la racine positive de cette équation sera 5. 

On fera donc maintenant wcsS -f- -9 et en substituant^ on aura, 
après avoir changé les signes , 

3811*— 23iii'— ayu — 1 sa o. 

Faisant successivement usao, i, a, etc., on trouvera pour 11=6 et 
iiaB7 les résultola «wi^yi, '^t5MSyûmê d^ini la valeur entière 
approchée de n. -^ ; ■ ' 
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On fera donc u^sô-^- -jCt l'on aura, en substituant et changeant 

les ^nes , 

27i:c'— i3o5x' — ^53x — 38 = o. 

En faisant successivement a: = o, i, 2, etc., on trouvera des résultats 
négatifs jusqu'à la supposition de a:=6, qui donne 8837 pour résultat; 
de sorte que 5 sera la valeur entière approchée de x. 

On fera donc arr^S-l--, substituant et réduisant, on aura 
io53;^— 6822/^— 27607* — 271 = o, 

et l'on trouvera 6 pour la valeur approchée dejr^ et ainsi de suite. 

De cette manière, on approchera de plus en plus de la valeur de tv, 
laquelle se trouvera exprimée par la fraction continue 

fv = 5 H — 



5 + 4 — 
^ 6 + etc.; 

d'où l'on tire ces fractions particulières 

5 Si 160 gqi . 

1' 6' 17' 19a' ^*'^- 

Connaissant ainsi w, on aura (n*^ 1 7)^ = ^ ; ainsi on connai tra /S. 

On substituera maintenant ^ + i^ \^ — i à la place de x dans 
l'équation proposée; et fidsant deux équations séparées des termes 
tout réels y et de ceux qui sont affectés de ^ — i, on aura Içs deux 

équations 

et»— (3/3*+ a) « — 5 = 0, 
3a* _ ^* _ 2 — o. 

On cherchera le plus grand commun diviseur de ces deux équations ' 
et on poussera seulement la division jusqu'à ce que l'on arrive à un 
reste où a ne se trouve qu'à la première puissance (numéro cité) ; ce 

reste sera — T « — 5 , lequel étant &it ^ o , donnera 

i5 



4C^"+ 1)' 

Ainsi on aura la valeur des deux racines imaginaires a -f- /S (/— i , 
et flt— '/Sj/— • I de l'équation proposée. 
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27. Prenons pour second exemple l'ëquation 

ce? — ^x «-j- 7 = 0. 

On aura encore ici m = 3, et par conséquent /»=3j ensuite A^o, 
B= — 7, C=:— 7; d'où A,=o, A,= i4, As = — 31, A4=98, 
Asss — 245, A5 = 833; et delà, a, = 429 «. = 882, â|'=i8669, 
et enfin a =4^ 9 3:= 44'» ^=49! de sorte que l'équation en u sera 

v*— » 4^^*+ 44*^ — 49 = ^• 

Puisque les signes de cette équation sont alternatifs, c'est une 
marque que la proposée peut avoir toutes ses racines réelles (n* 16); 
et comme d'ailleurs cette équation n'est point divisible par u , il s'en- 
suit que l'équation en x n'aura point de racines égales (n^ i5). 

On fera maintenant (n^ 1 1) u = -, et ordonnant l'équation par rap- 
port à 7*, on aura 

7'— 9r*+ I5J^ — 47 = o- 

Le plus grand coefiicient négatif étant 9, on pourrait prendre /=: 10 
(n^ 1 2) 'y mais on peut trouver une litnite plus rapprochée en cherchant 
le plus petit nombre entier qui rendra positives ces trois quantités 

3/.— ,8/ + $^, 
3/- 9; 

et on trouvera que /=3 9 satisfait à ces conditions ; de sorte qu'on aura 
A:=3 (n* II), et par conséquent A = j. 

On mettra donc (n® i3, 2^.) dans l'équation proposée 3 à la place 

de X, ce qui la réduira à celle-ci : 

a? — QZx + 189 = o, 

dans laquelle il n'y aura plus qu'à substituer les nombres naturels 
o, I, 2, etc. à la place de x. Or, suivant la méthode du n^ i3 (3^.)> 
on trouve que la série des résultats ne contient que deux variations de 
signes, lesquelles répondent à a: = 4) ^9^9 ^^ sorte que l'équation 
proposée n'aura que deux racines positives, lesquelles tomberont, 
l'une entre les nombres j et f , et l'autre entre les nombres | et f ; 

5 



34 BE lAl Résolution 

d'où l'on voit que la valeur entière la plus approchée de l'une et de 
l'autre sera i (n° 2). 

Faisons maintenant x négatif pour avoir aussi les racines négatives 
(n^ 4X ^^ l'équaiion se chan^^era en 

a?-^ ^jX — «7 = 0, 

laquelle ayant son dernier terme négatif, aura sûrement une raciue 
posilive (n* 3) , et il est clair qu'elle n'en aura qu'une seule , puisque 
nous avons déjà trouvé les deux autres ; ainsi on pourra d'abord trou- 
ver la valeur entière approchée de cette racine, en substituant à la 
place de x les nombres o, 1,2, etc. jusqu'à ce que l'on rencontre deux 
substitutions qui donnent des résultats de signes contraires (u^ 3) : or^ 
on trouve que ces substitutions sont x = 3 et x = 4 ; de sorte que 3 
sera la valeur entière la plus approchée de x dans l'équation précé- 
dente, et par conséquent de —a: dans la proposée. 

Ayant ainsi trouvé que l'équation a trois racines réelles, deux posi-* 
tivcs et une négative, et ayant trouvé en même temps leurs valeurs 
entières approchées, on pourra approcher autant qu'on voudra de la 
vraie valeur de chacune d'elles par la méthode du chapitre III. 

G)nsidérons d'abord les racines positives, et faisons dans l'équation 

:r'— 7X + 7 = o, j:=i+-, elle deviendra celle-ci : 

y^— 4y+ 3^- + I = o, 

laquelle, à cause que i est la valeur approchée de deux racines, aura 
nécessairement (n* 19, s*.) deux racines plus grandes que l'unité. 

J'essaie d'abord si je peux trouver les valeurs approchées de ce» 
deux racines par la substitution des nombres entiers o, i, 21, etc., et 
comme il n'y a que le terme 4/* de négatif, il suffira (n® i3, 1**.) de 
pousser les substitutions jusqu'à ce que l'on ait ^= ou > 4./*? c'est-à- 
dire jusqu'à 7" = 4 .* or, en faisant j' = o, i, 2, 3, 4> j'ai les résultats 
I, I, —I, I, i3 j d'où je conclus que les racines cherchées sont, l'une 
entre les nombres i et 2, et l'autre entre les nombres 2 et 3; de sorte 
que les valeurs approchées de j' seront 1 et 2. 

On fera donc, i*. j^= 1 + -, et l'on aura is^— -a^s*— z+ 1=0, 

équation qui n'aura plus qu'une racine réelle plus grande que l'unité 
(n^ ig, 2^.) y ainsi on supposera successivement ;&= i, 2, etc. jusqu'à 
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ce que l'on trouve deux subsfittitions consécutives qui donuent des 
résultats de signes contraires : or, on trouve qoe ~z = 2 donne — i , et 
s â= 3 donne + 7 ; donc 2 sera la valeur entière approchée de z. 

On fera donc ;5=.a>-|~-, et substituant, l'on aura, en changeant 

les signes , u^ — 3u* — 4" — ^ =0. 

On supposera de même »= i, 2 , etc. , et Fon trotitéra que la valeur 
entière approchée de u sera 4* 

On fera k = i »4~ — » et ainsi de suite. 

a*. Onfera^=a+i, et substituant dans l'équation précédente 

en^, on aura, après avoir changé les signes, 

z'-|^ z*— 22 — I =0; 

cette équation n'aura , comme la précédente en s , qu'une seule racine 
réelle plus grande que l'iinïté; de sorte qu'U n'y aura qu'à faire 
2=1, a, etc., ce qui donne les résultats --*i, 7; d'où l'on conclut 
que 2 est la valeur entière approchée de 2. 

On fera donc 2 = i -1" " 9 ^t l'on aura , en changeant les signes , 

> tt'— 3tt* — 4" "^ ' = Oj 

d'où Ton trouvera, de la même manière que ci-dessus, que la valeur 
entière approchée de u sera 4* 

Ainsi on fera k = 4 *f-> — , et ainsi de suite. 

Donc les deux racines positives de l'équation proposée seront 



I H- 



i+i 



- + ' 



4 + etc., 
a: = I H- — 



a + i 



I4-' 



4 + etc. 

D'où l'on tirerai n Vm veu t, des fractions convergentes, comme dans 
l'exemple préoéddÉHBHBÉMMi 

Pour troui ^a racine n^ative , 

5.. 



36 DE LA RÉSOLUTION 

on reprendra l'équation o:^ — ^o: — 7 = 0, dans laquelle on a déjà 
trouvé que la valeur entière approchée est 3 ; ainsi on fera a: = 3 -f- - , 
ce qui donnera, en changeant les signes ^ 

et comme cette équation ne peut avoir qu'une seule racine réelle plus 
grande que i (n* 19, !2^.), on en trouvera la valeur approchée en faisant 
j^ss I, a, etc. jusqu'à ce que l'on rencontre deux résultats consécutifs 
de signes contraires, ce qui arrivera lorsque ^=:io, ai ; de sorte que 
la valeur dont il s'agit sera 20. 

On fera donc j^ s= 20 + ~ > etc. 

De cette manière , la racine négative de l'équation proposée sera 






ao + 



3 -f- eta 
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CHAPITRE V. 



Sur les Racines imaginaires. 



ARTICLE PREMIER. 



Sur la manière de reconnaître si une équation a des racines 

imaginaires, 

28. J'ai donné, dans le n^ 8, des formules générales pour déduire 
d'une équation quelconque une autre équation donjt les racines soient 
les carrés des différences entre les racines de l'équation proposée. Or, 
si toutes les racines d'une équation sont réelles, il est évident que les 
carrés de leurs différences seront tous positifs; par conséquent, l'équa- 
tion dont ces carrés seront les racines, et que nous appellerons doréna- 
vant, pour abréger, équation des différences; cette équation, dis- je, 
n'ayant que des racines positives, aura nécessairement les signes de ses 
termeslSternativement positif et négatifs ; de sorte que, si cette condi- 
tion n'a pas lieu, ce sera une marque sûre que l'équation primitive a 
nécessairement des racines imaginaires. 

39. De plus, comme les racines imaginaires vont toujours deux 
à deux, et qu'elles peuvent se mettre sous la forme a-j^/S^— i 
a— /3v/— I, a et /S étant des quantités réelles (voyez la Note Et)- 
il s'ensuit que la différence de deux racines imaginaires correspondantes 
sera nécessairement de la forme 3/3 v/ — i; de sorte que le carré de 
cette différence sera — 4/^*» c'est-à-dire une quantité réelle et négative. 
Donc, si l'équation proposée a des racines imaginaires, il faudra néces- 
sairement que l'équation des différences ait au moins autant de racines 
réelles négatives qu'il y aura de couples de racines imaginaires dans la 
proposée. 
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30. Mais il est démontré (voyez la Note VllI) qu'une équation 
quelconque ne saurait» avoir plus de racines positives qu'elle n'a de 
changemens de signes, ni plus de racines négatives qu'elle n'a de suc- 
cessions du même signe. Donc, le nombre des racines imaginaires dans 
une équation quelconque ne pourra jamais être plus grand que le double 
de celui des successions du même signe dans l'équation des différences. 

3 1. De là, et de ce que nous avons dit ci^ssus, il suit que si 
l'équation des différences a tous ses termes alternativement positifs et 
négatifs , l'équation primitive aura nécessairement toutes ses racines 
réelles, sinon elle aura nécessairement des racines imaginaires. Ainsi 
on pourra toujours juger, par ce moyen , s'il y a ou non des racines 
imaginaires dans une équation quelconque donnée. 

ARTICLE II, 

Où ton donne des règles pour déterminer dans certains cas le nombre 

des. racines imaginaires des équations. 

32. Soient a^ b, c, d, etc. les racines réelles d'une équation quel- 
conque, eta+iSv^ — I, CL — fi\/ — r, j^+^Tv/ — i, > — <^\/ — i, etc. 
les racines imaginaires ; les carrés des différences de ces racines seront 

(a __ i)», (a _ c)% (a — d)', etc. , 

(b — c)*, (b — d)% etc., (c — d)% etc., 
— 4i8', — 4<r«, etc.j 



(* — « + /3v/ — 


0% 


(*- 


" a — 


-/3v/- 


•OS 


(*-* + /3v/- 


os 


(«- 


- A - 


-/s/- 


■OS 


(« — <? + ^Z — 


0', 


(*- 


— c •— 


-^Z- 


-os 


(«~<^ + jS/ — 


0% 


(«- 


- J- 


-/8v/- 


•OS 


etc.; 












(> — «-*- J"/ - 


•0% 


(>- 


- a — 


"^V" 


-1)-, 


{y-b-¥- ^V— 


0% 


(>- 


-*- 


-^y/- 


-os 


(y-.0 + // — 


I)-, 


{y 


— — 


-cT/- 


-os 


(>-<i + cr/- 


•os 


iy- 


-i- 


. cT/- 


-os 


etc. : 
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[« - > H- (^-/) /- •]% [« — > -(/3-J*) »/- 1]', 



etc. j 



lesquels seront, par conséquent, les racines de l'équation des difle- 
rences. 

Soit m le degré de l'équation proposée , qui est égal au nombre des 
racines a^ b, c, etc. , a+/3v/— i, et — fi[/ — i, y^J"^ — i^ 

y — eTv/— I, etc., celui de l'équation des différences sera — ^ =/i 

(n** 8) : soit p le nombre des racines réelles a, b, c, etc. , et 2ç celui 
des racines imaginaires « + /^ i/"" 1 5 ol^-* fi y/ — i , ^ -f- J^ l/— i , 
y — J'y/^' I , etc.; en sorte que m=^ + 2y , il est facile de voir par 
la table précédente que, parmi les n racines de l'équation des diffé- 
rences, il y en aura nécessairement ^^^ de réelles et positives, 
ç de réelles et négatives, et ^çip-hç — d'imaginaires. 

33. Qu'on fasse maintenant le produit de toutes ces racines^ et il 
est visible que le produit des "^^^ * racines positives sera toujours po- 
sitif, que celui des ç racines négatives sera positif ou négatif, sui- 
vant que le nombre q sera pair ou impair, qu'enfin le produit des 
2y(/? + y— -i) racines imagin.aires sera toujours positif; en effet, ces 
dernières racines étant deux à deux de la forme (A-f-Bv^-^iV 
(A— B^/ — 1)% leurs produits deux à deux seront de la forme 
(A*+B*)% et par conséquent positifs : donc le produit de toutes ces 
racines ensemble sera toujours aussi positif. 

Donc le produit total sera nécessairement positif ou négatif, suivant 
que q sera pair ou impair. 

Mais le dernier terme d'une équation est, comme l'on sait, égal au 
produit de toutes ses racines avec le signe «^ ou — -, suivant que le 
nombre des racines est pair ou impair. 

Donc le dernier terme de l'équation des différences, dont le degré 
est /i, sera nécessairement positif, si n et q sont tous deux pairs ou 
tous deux impairs, et négatif si l'un de ces noml)res est pair et l'autre 
impair. 

34* Or, si n et ^ sont tous deux pairs ou impairs j n^^^q sera néces* 
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sairement pair, et si n et q sont, l'un pair, et l'autre impair^ n— ^ 

sera nécessairement impair ; mais à cause de nz=z , et de 

mz=p^2qy on a /i— y = ■ ^ +3yf;? + y — ï)> ^^ sorte que 

n— ^ sera toujours pair ou impair, suivant que ^^ le sera. 

Donc le dernier terme de l'ëquation des diSerences sera nécessai- 
rement positif ou négatif, suivant que le nombre ^^ sera pair ou 

impair, c'est-à-dire, suivant que le nombre des combinaisons des 
racines réelles de la proposée , prises deux à deux , sera pair ou 
impair. 

35. Supposons, i**. que ce dernier terme soit positif, il faudra, 
en ce cas, que^^-^ 1 soit pair; donc ou - = 3A, et /7=:4^, ou 

P '■ = aX et /7SS 4^*4" I ^ <l'où il suit que, dans ce cas, le 

2 

nombre des racines réelles de la proposée sera nécessairement mul- 
tiple de 4? si c® nombre est pair, c'est-à-dire si le degré de l'équa- 
tion est pair, ou multiple de 4 P^ws ï si le degré de l'équation est 
impair* Ainsi il sera impossible que l'équation ait 2 , ou 3 , ou 6 , 
ou 7, etc. racines réelles. 

a^. Supposons que le dernier terme de l'équation des différences soit 

négatif, il feudra alors que ^^ soit impair , donc ou - = 2 A + i , 

et ;? = 4^ + 2 , ou ~^ = 2A + I, et ;; = 4^ + 3 ; d'où il suit 

que, dans ce cas, le nombre des racines réelles de la proposée sera 
nécessairement multiple de 4 plus 2 si le degré de l'équation est 
pair, ou multiple de 4 plus 3 si ce degré est impair. De sorte qu'il 
sera impossible que l'équation ait en ce cas i, ou 4 9 ou 5, ou 8, 
ou 9, etc. racines réelles. 

36. Ainsi, par l'inspection seule des signes de l'équation des diffé- 
rences, on sera en état de juger, i^« si toutes les racines de l'équa- 
tion proposée sont réelles ou non ; 2®. si le nombre des racines réelles 
est un de ceux-ci : i, 4? ^9 ^9 9> ^^9 i^» etc. , ou bien s'il est un 
de ceux -ci : 2, 3, 6, 7, 10, 11, etc.^ ce qui suffira pour déterminer 
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le nombre des racines réelles et des imaginaires dans les équations qui 
ne passent pas le cinquième degré y et dans toutes les équations où 
l'on saura d'avance que les racines imaginaires ne sauraient :éEre plus 
de quatre. 

Peut-être qu'en poussant plus loin cette théorie, on pourrait trouver 
des règles sûres pour déterminer le nombre des racines réelles dans les 
équations de degrés quelconques , les méthodes que Fou a proposées 
jusqu'à présent pour cet objet étant ou insuffisantes, comme celles de 
Newton, Maclaurin, etc., ou impraticables, comme celles de Stirling 
et de De Gua , qui supposent la résolution des équations des degrés 
infikieurs. 

ARTICLE III, 

Ou Von applique la théorie précédente 4mx équations des second^ 

troisième et quatrième degrés. 

37. Soit l'équation proposée du second degré, comme 

«•— Ax H- B =3 o, 

l'équation des différences sera du degré -^ = i > et on trouvera par la 
méthode du n* 8 que cette équation sera 

u — • n = o, 

où Ton aura 

tf = A*— 4B. 

Ainsi les racines seront toutes deux réelles ou tontes deux imagiofâres ,' 
suivant que l'on aura A*— 4B'>o, ou <o; et elles seront ^ales 
lorsque A* =4^* 

38. Soit proposée l'équation gâiérale du troisième d^ré 

«» — Aa:* -1- B« — C =s o, 

3 9 
Péquation des différences sera ici du d^ré -^ =5 3 , et on trouvera 

par la même méthode 
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fl=: 2(A»-- 3B), 
b =3 (A* — 3B)% 

4(A*— 3B) (B*— 3AC) — (9C — AB)* 

c — g . 

Donc y pour que les racines soient toutes réelles , il faudra que l'on ait y 

1^ A*---3B>o, 

ao. 4( A*— 3B) (B*— 3AC) — (gC — AB)» > o. 

Si l'une de ces deux conditions manque, l'équation aura deux racines 
imaginaires. 

3g. Soit maintenant proposée l'équation générale du quatrième 

degré 

aj*4- Bx«— Gr 4- D 5= o, 

dont le second terme est évanoui pour plus de simplicité; le degré de 

l'équation des différences sera — = 6; de sorte que cette équation 

sera 

u* — au^ + Jy* — cu^ + ^w* — ^ eu + ^ = o , 

où l'on trouvera par la même méthode 

a = — 8B, 

b = 22B» + 8D, 

c = — i8B'4- i6BD + 26C% 

d =: 176*+ :i4B*D — 7. i6D*-H 3- i6BC% 

e = — . 4B*— 2-270B*— 8.270D4.3.4'BD*— 2.4*B«D, 

/ B=s 4*D«— !x^4'B»D-+4*.3*OBD-H4*B*D— .4OB»— 3«0. 

Donc, 1^. si la quantité 

44D« — a^ 4*B*D* + 4» . 3k:*bd + 4*B*D — 4C*B« ~ 3»a 

est négative , la proposée aura nécessairement deux racines réelles et 
deux imaginaires; mais si cette quantité est positive, alors la proposée 
aura toutes ses racines réelles ou toutes imaginaires. 

Or, toutes les racinesT seront réelles si les valeurs de tous les coeffi* 
ciens a^ b^ c^ d^ e^/sont positives; donc elles seront toutes ima^*- 
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naires si le dernier coefficient f étant positif, quelqu'un des autres se 
trouve négatif. 

Supposons donc le coefficient ^positif, en sorte que Ton ait 

44D3 _ -^3 ^ 4*B*D*+ 4\3^C*BD 4- 4*B*D — 4C*B'— VO > o, 

et on trouvera que tous les autres coefficiens seront aussi positifs si 
l'on a en même temps 

B<o, et B»— 4D>o, 

et qu'au contraire quelqu'un d'eux deviendra nécessairement nëgaftif & 

B>o, ou B»~4D<o. 

Ainâ, dans le premier cas^ les quatre racines de l'équation seront 
toutes réelles, et dans le second elles seront toutes imaginaires. 

On pourrait de même trouver les conditions qui rendent les racines 
des équations du cinquième degré toutes réelles, ou en partie réelle^ 
et e]Q partie imaginaires; mab comme, dans ce cas, l'équation des di&- 

férences monterait au degré — ^ss 10, le calcul deviendrait extréflie- 
ment prolixe et embarrassant* 

ARTICLE IV. 
Sur la manière de trouver les racines imaginaires et une équation. 

40. Nous avons vu dans Farticle II* que chaque couple de racine^ 
imaginaires correspondantes « + i8l/-^i> * — J^t/— i donne néces- 
sairement dans l'équation des différences une racine réelle négative 
— 4/3* î ^'^^ ^ *"^^ qu'en cherchant les racines réelles négativeft 
de cette équation, on trouvera nécessairement les valeuH de —-4)3% 
d'où l'on aura celle de /S à l'aide desquelles on pourra ensuite trouver 
les valeurs correspondantes de a, comme nous l'avons enseigné dans 
le n* 17; ^6 ^OTle qu'on aura^ par ce moyen, l'expression de chaqtfé 
racine imaginaire de l'équation proposée; ce qui est souvent néies- 
saire, surtout dans le calcul intégral. Yoioi seulement une observation 
qui peut servir à répandre un plus grand jour sur cette théorie^ et à 
dissiper en même temps lès doutes qu'on pourrait se former sur son 
exactitude et sa généralité. 

6.. 
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4i* Lorsque les parties réelles a, y^ etc. des racines imaginaires 

et— /3v/— I, 

etc. 

sont inégales tant entre elles qu^avec les racines réelles a^ bj c^ etc., 
il est évident, par la table de l'article second^ que l'équation des 
différences n'aura absolument d'autres racines réelles négatives que 
celles-ci : — 4/^*, 4^% ^^^' 5 ^® ^OT\e que le nombre, de ces racines sera 
le même que celui des couples de racines imaginaires dans l'équation 
proposée. 

Mais s'il arrive que , parmi les quantités a , y^ etc. , il s'en trouve 
d'égales entre elles ou d'îles aux quantités a, by Cj etc., alors l'équa- 
tion des différences aura nécessairement plus de racines négatives que 
la proposée n'aura de couples de racines imaginaires. 

En effet, soit^i=a, les deux racines imaginaires (a — a+fix/^^iy^ 
(a— a — )3^/— 1)% deviendront — /B*, et — /3% et par conséquent 
réelles négatives. 

De sorte que si l'équation proposée ne contient, par exemple, que 
les deux imaginaires a + )3 y/— i , et a — ^ y/— i , l'équation des 
différences contiendra, dans le cas de Az=a^ outre la racine réelle 
négative — 4i^% encore ces deux-ci : — /3% — /3', égales entre elles. 

D'où l'on voit que lorsque l'équation des différences a trcns racines 
réelles négatives, dont deux sont égales entre elles, alors la proposée 
peut avoir ou trois couples de racines imaginaires , ou une seulement. 

Si la proposée contient quatre racines imaginaires flt + /3y^-— i, 
^..^jSy/»-. j.j y*|- J^y/— ij j^.— .J^y/— ij alors l'équation des dif- 
férences contiendra d'abord les deux racines réelles négatives — * 4/S% 
— 4J^^; ensuite si A = a, elle aura encore ces deux-ci : — i3% — jS'; 
à.y^=bj elle aura de même ces deux autres-ci : — cT' — cT^j enfin , 
si on avait a=>9 alors les quatre racines imaginaires 



:bi 
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deviendraient 

c'est-à-dire réelles négatives , ou égales deux à deux. 

4^1. De là il est facile de conclure, 

1^. Que lorsque toutes les racines réelles n^atives de l'équation 
des différences sont inégales entre elles, alors la proposée aura néces- 
sairement autant de couples de racines imaginaires qu'il y aura de ces 
racmes* -^ 

Et, dans ce cas, nommant — tv une quelconque de ces racines, on 

aura d'abord â=s^— ; cette valeur étant ensuite substituée dans. les 

deux équations (H) du n"" 17, on chercbera leur plus grand commun 
diviseur, en poussant la division jusqu'à ce que l'on parvienne à un 
reste ou a ne ^e trouve plus qu'à la première dimension ; et faisant ce 
reste ^1 à zéro , on aura la valeur de cl correspondante à celle de j8 ; 
par ce moyen, chaque racine négative — -tv donnera deux racines 
imaginaires «+/3v/— i, et a— jS^/— i. 

2^. Que si, parmi les racines réeUes natives de l'équation des dif- 
férences, il y en a d'égales entre elles, alors chaque racine inégale, s'il 
y en a, donnera toujours, comme dans le cas précédent, une couple 
de racines imaginaires; mais chaque couple de racines ^les pourra 
donner aussi deux couples de racines imaginaires, ou n'en donner 
aucune ; ainsi deux racines ^ales donneront ou quatre racines imagi- 
naires ou aucune ; trois racines égales donneront ou six ou deux racines ; 
quatre racines ^ales donneront ou huit ou quatre racines imaginaires , 
et ainsi de suite. 

43. Or soient, par exemple, *— fv, et -— TV deux racines égales n^a- 

tives de l'équation des différences, on fera /3 = -— comme d-dessus j 

et substituant cette valeur de /S dans les équations (H) du numéro 
cité, on cherchera leur commun diviseur en ne poussant la division 
que jusqu'à ce que Ton parvienne à un reste où cl ne se trouve qu'à la 
seconde dimension , à cause que la valeur de jS est double, comme nous 
l'avons déjà remarqué dans l'endroit cité. 
Ainsi, faisant ce reste égal à zéro, on aura pour la détermination de cl 
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une équation du second degré , laquelle aura , par conséquent ^ ou deux 
racines réelles ou deux imaginaires. 

Dans le premier cas , nommant ces deux racines al et a'', on aura les 
quatre racines imaginaires a'+ /S^/ — i, a' — jS^/— i, a"+ jSj/ — i, 
a''— /3 V^ — I ; dans le second cas , les valeurs de a étant imaginaires 
contre l'hypothèse, ce sera une marque que les deux racines égales 
-— ff^, — fv ne donneront point de racines imaginaires de la proposée. 

44- S'il y avait dans l'équation des différences trois racines égales et 

négatives — w, — w, — f^, alors faisant j8 = -î^ , on poussera seulement 

la division des équations jusqu'à ce que l'on parvienne à un reste où a 
se trouve à la troisième dimension ; de sorte que ce reste étant fiât =0^ 
on aura une équation du troisième degré en a, d'où l'on tirera, ou 
trois valeurs réelles de a, ou une réeUe et deux imaginaires : dans le 
premier cas , on aura six racines imaginaires ; dans le second , on n'en 
aura que deux, les valeurs imaginaires de a devant toujours être rejetées 
comme contraires i l'hypothèse, et ainsi de suite. 
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CHAPITRE yi. 

Sur la manière Rapprocher de la valeur numérique des 
racines des équations par les fractions continues. 

On ft tu dans le chapitre III comiiieiit Cfn peut réduire les racines 
des équations numériques à des fractions continues, et combien ces 
sortes de réductions sont préférables à toutes, les autres : nous allons 
ajouter ici quelques recherches , pour donner à cette théorie toute la 
généralité et la simplicité dont elle est susceptible. 

■ 

ARTICLE PREMIEIL 
Sur les fineiions continues périodiques. 

J\^5. Nous avons déjà remarqué dans le a"" tS, que lorsque la racine 
cherchée est égale à un nombre commensurable , la fraction continue 
doit nécessairement se terminer; de sorte que l'on pourra avoir l'exprès* 
sîon exacte de la racine; mais il y a encore un autre cas où l'on peut 
aussi avoir Fexpression exacte de la racine, quoique la fraction continue 
qui la représente aille à l'infini. Ce cas a lieu lorsque la fraction con- 
tinue est périodique, e'est-à*dire, telle que les ménMs dénominateurs 
reviennent toujours dans le même ordre à l'infini; par exemple, si on 
avait la firaction 

9 + 



P H \ 

il est clair qu'en nommant x la valeur de cette fraction, on aurait 



« + i, 
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ce qui donne cette équation 

qo(^ — pqx — /^ = o , 

par laquelle on pourra déterminer or ; il en serait de même si la période 
était d'un plus grand nombre de termes, et l'on trouverait toujours 
pour la détermination de x une équation du second degré. Il peut 
aussi arriver que la fraction continue soit irréguliére dans ses premiers 
termes, et qu'elle ne commence à devenir périodique qu'après un cer- 
tain nombre de termes ; dans ces cas , on pourra trouver de la même 
manière la valeur de la fraction , et elle dépendra pareillement toujours 
d'une équation du second degré; car soit, par exemple, la fraction 

P H ^—i 



-+i 



r+i 



. + ' 



r + etc. 
Nommons toute la fraction x^ eijr la partie qui est périodique, savoir : 

r -|- — — 

^ r + etc.; 
on aura 



or = ^ + 



y 



d'où l'on tire jr =g ^ _^^^^ ; mais l'on a j^ = rH ~, ce qui 

donne ^ — rç^^— r=o; donc, substituant pour j^ sa valeur en x^ 
on aura 

s{x^py—rs{x^p){i^q{x^p)\^r{i—q{x^p)'Y = Oy 

équation qui, étant développée et ordonnée par rapport à a:, montera 
au second d^é. 

46. On voit, par ce que nous venons de dire, que le cas dont il 
s'agit doit avoir lieu toutes les fois que, dans la suite des équations 
transformées (^i), (&), (c), (^, etc. du n"* i8, il s'en trouvera deux qui 
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auront les mêmes racines; car si la racine z, par exemple, de l'équa- 
tion (c) était la même que la racine x de l'équation (â), on aurait 

X z=z p ^ î 



X 



ce qui est le cas que nous avons examiné ci-dessus « et ainsi des autres* 
Donc, quand on voit que, dans une fraction continue, certains nombres 
reviennent dans le même ordre , alors pour s'assurer si la fraction doit 
être réellement périodique à l'infini , il n'y aura qu'à examiner si les 
racines des deux équations qui ont la même valeur entière approchée 
sont parfaitement égales, c'est-à-dire si ces deux équations ont une 
racine commune; ce qu'on reconnaîtra aisément en cherchant leur 
plus grand commun diviseur, lequel doit nécessairement renfermer 
toutes les racines communes aux deux équations,. s'il y en a : or, comme 
nous avons vu que toute fraction continue périodique se réduit à la 
racine d'une équation du second degré, il s'ensuit que le plus grand 
diviseur commun dont nous parlons sera nécessairement du second 
degré. 

47. Supposons donc qu'on ait reconnu que parmi les différentes 
équations transformées , il s'en trouve deux qui ont la même racine ; 
alors la fraction continue sera nécessairement périodique à l'infini; de 
sorte qu'on pourra la continuer aussi loin qu'on voudra, en répétant 
seulement les mêmes nombres; mais voyons comment on pourra dans 
ce cas continuer aussi la suite des fractions convergentes du n"" 33 sans 
être obligé de les calculer toutes l'une après l'autre par les formules 
données. 

Pour cet effet , nous supposerons que l'on ait en général 



X 



= A'+;^, a:'=A"+7, «"« A'^^- jJ^, etc., 



en sorte que x étant la racine cherchée, a/, xl'j xf^\ etc. soient celles 
des équations transformées que nous avons désignées aiUeurs par^, 
z. Il, etc., et l'on aura 



ar = X' + 



ir-f. etc. 
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Dooc, fa&ant comme dans le n* cite 

/ = i, L = o, 

V = X\ L' = I, 

l' = ?^'r + /, U' = TsJ'V > . . . . .(A), 

JT = AV' + /', L^ = AT.' + L', 

etc. y etc.^ 

on aura ces fractions convergentes vers x 

i t r r /«^ 

L> Î7> L"' L"" L>' ' ®*'^*' 
Maintenant l'éqnation a:= A'*|~ t donnera 

x^ = a/A' + I = a//' + I ; 

mettons au lieu de a!^ dans le second membre de cette équation , sa 
valeur A"+ -7, et multipliant par oé\ on aura 

xadsà' := (A'7' + Qa/' + i: = V'ad' + ^ j 

on trouvera de même, en substituant dans le second membre de cette 
équation y A'"+ -^ à la place de od\ 

et ainsi de suite. 

Pareillement l'équation a<= A'^-f- -7- donnera 

a<^'= AV+ 1 = L"a^+ L'j 

ensuite, substituant dans le second membre A'''-|--7 à k place de a!\ 
et multipliant par a^^ on aura 

x'od'x'z=z (X'^V^^ LOa/''+ L"= UV-|- L", 

et ainsi de suite. 
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D'où il suit qu'on aura en général, [quelle que âoit la fraction 
continue, soit périodique ou non, 



/^v" x^=:Vx^^ v-^V • • : • • ^ ^• 



Il faudra bien se souvenir qu'ici et dans les calculs suivans les expo- 
sans des quantités «r, Z, L représentent des indices et non des puis- 
sances. "' 

48. Cela posé, supposons que Ton ait Trouvé, par exemple, 
«.- » = a:^, c'est-à-dire que la ratnne de la (Tt+^y/*^ trans- 
formée soit égiale à celle de la transformétf ft^'*' ^ aîofs on autisi^ aussi 
^+" + 1 =a:i^+% a:^+'' + 2 =, af^-h^^^i^,^ ^+2r_^, etc., 

et en général 0:^+^»' + "* = ^c^+'^î donc aussi A<^+'+'=A/^+S 
Ar+' + ^ = A/^ + ^, etc., et en général X^+'*'+** = W+*'j de sorte 
que l'on aura 



x" + etc., 
I 



V*+' 



>/»-n +i 



V*-*"* + etc., 

-f — 



\ • 



v+»4-i 



V+ ' + etc. 

Maintenant si on suppose en général p = /u -f> ni* -f' 7, il est facile 
de voir que les deux équations (B) du numéro précédent déviendtttnt 

Or, en faisant dans les mêmes équations pzsifA^ otf a 
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De plus, à cause de 

af* = X»+» H ^, ay + » SB A»+*H Ir- etc., 

il est clair que si l'on fait 

A =s 1, H = o, 

A' = A^+S H' = I, 

h" = X'-^ =»A' + A , H" = XT + =»H', ). . . (C>, 

^«»-_ x'' + 3a"+ A', H"'= X-^+^H" + H',| 

A" = A'* + V+ A", H" = A'* + %'" + H", 



on aura en général 






+ »a:^ + »....a:^ + '-= A'jc^ + '4- A'— ',) 



Ikmc on aura 

jc^+'a/' + a ay» + '' = H'jb'' + » + H* — », 

et, à cause de «'•+' =s a'* (hyp.), 

3if + ^xf* + ^ xf*+' = H'ay* H- H'—* 

De sorte qu'en faisant ces substitutions dans les deux équationa 
ci-dessus, on aura 

Dans ces formules et dans les suivantes , les exposans des quan- 
tités Xy hyU dénotent aussi des indices. 
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4g. Or, les ëtpiations (D) étant divisées l'une par l'antre, donnent 

d'où Ton tire 



x^ + 



hr — H'«^ 



Donc, faisant 0"=^, on aura ^r^+'s , et de là 

jjîT jr^ -h *• j. H*- — 1 j__. — ^ jjjjjjj jj est facile de voir par 

la nature des quantités A, li\ K\ etc., H, H', H'', etc., que l'on a 

H'A— AH=i, H'A'— A"H'=— I, H'''A''— A''W=i,etc.j 
d'où l'on aura en général 

le signe supérieur ayant lieu lorsque ^ est un nombre impair, et l'in- 
férieur lorsque tt est pair. 

Dohc^ faisant ces substitutions dans les deux dernières équations du 
numéro précédent , on aura 

=fc {rar + r-'y {yhoT ^ h'-> 

les signes ambigus dépendans du nombre ^y comme nous l'avons vu 
ci-dessus. 

Maintenant, si, dans l'équation (E), on fait <f^s=^fj on aura, i 

cause de oy* +' = ac^ (hy p.) af^ = ^^^*]I t î ^l'^*» l'on tire l'équa- 
ûon en o:^ 
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laquelle donne 

Soit, pour abréger, 

A» — H»-' ^ «. . A»-' 



P = 



[r > ^ H' 



en sorte que l'on ait âc^ =: P -f~ V^Q j substituant cette valeur 

± (rp + r- • 4- r/Q) (h'p + h'- ' + hvq)" 

= (/«H'-' — P-'W) (P+ v/Q) +l<-'h' — Ph"'\ 
(L'*P + L"- ' + I/*i/Q) (H'p 4- H' ~ ' + HVQ)' 
(L^H^- ' — L< - » H'O (PH- /Q) +L«- * h'— L*/i'-"' , 



d'où, à cause de l'ambiguité du radical V^Q, on tirera quatre équa- 
tions, par lesquelles on pourra déterminer 7^, /*""*, L*, L' '. 
5o. En efièt, supposons, pour abréger. 



fp+ r-» = /*, 

L*P-f ir-' = F'', 
H'P + H'-' = K', 

les exposans de /, F, K., dénotant des indices , on trouvera ces quatre 
équations : 

/fH*-* — /«-' H' 

_ C/»4- /• V^Q) ÇP + g V^)' — Cr - g* •Q) (K' - H' t/Q )■ 
— ai/Q ' 

n -^ m — =c jpô 

_ (P~V/Q) (/>*+ g'y/Q) (K* + HVQ)' 

_ . (Ff> + I/'V^Q) (K^ +H'i/^Q)'— (F* — I/'t/Q) (K*— H j/Q)' 
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(P_^/Q) (F^+I/'t/Q) (R' + HVQ)' 

'■ STo 

Donc si l'on ajoute k première multipliée par ^ à la seconde mul- 
tipliée par Iv , et de même la troisième multipliée par & à la qua- 
trième multipliée par H^, et qu'on fasse, pour abréger, 

— H^P + h'' = G*, 

on aura, à cause de A'^H* "~ * — Wh'^ * = st i (n» 49), 

/« _ (/^ + ^V^Q) (G'^-f-H*</Q) (K'+HVQ)' 

_ (//" ~ /^ v^Q ) ( G* — H>t/Q) ( R' — H' v/Q)« 

a^/Q 

ç _ (F«*-hL>'v/Q) (G'+ H'^y/Q) (K'+H'y/Q)» 
__ (F/»— I/y/Q) (G*-— H*yQ) (K*— HVQ)- 

f étant= (1*4- »»"+•'»■• 

Ainsi , lorsqu'à l'aide des quantités A', A', A'", etc. X'' "'' ', on éttra 
calculé, par les formules (A) et (C), les quantités /, ï^ /*, etc., L, 

L', L", etc. jusqu'à V* et L/*, et les quitotités A, A', ^', etc.. H, H', 

H", etc. jusqu'à K et H', on pourra , par les formules précédentes , 

trouver le» valeurs de /* et de L*, c'est-à-dire les termes de la firac» 

tion ■=-, quel que'soit l'exposant du quantième f\ car pour cela il n'y 

aura qu'à retrancher jw de f , et dîyîser la différence par v , le quotient 
sera le nombre n qui entre dans les fenmiles^fjrëcédentes comme expo- 
sant, et le reste sera le nombre tt^ qui sera par conséquent toujours 
moindre que y. ^ 

Qaoii]W 1m ftmnules précédentes renferment le radical ^Q , il est 



t 
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facile de voir que ce radical s'en ira après le développement ; de sorte 

que les nombres l^ et L^ seront toujours rationnels et entiers. 

5i. Au reste 9 si l'on voulait trouver en général l'équation du second 
degré par laquelle peut être déterminée la racine x de l'équation pro- 
posée lorsqu'on a a/* "*" = j/*, conune dan3 le n^ 4^> ^^ ^'y aurait qu'à 
remarquer que les équations (B) du n^ 4? étant divisées l'une par 
l'autre, donnent en général 

x= ^-^ + ^"' (G); 

d'où l'on tire , en faisant f = f^ , ar = ; donc , substi - 

tuant celte valeur de af* dans l'équation (F) du n* 49 ? on aura 
celle-ci : 

c'est-à-dire 

[h'(i/*- '> + (v— H'- 1/— ' I/— &'" ' (ir>]*» 

et cette équation sera nécessairement on diviseur de l'équation pro^ 
posée. 

ARTICLE II, 

OU Fort donne une manière très simple de réduire en fractions 
continues les racines des équations du second degré. 

5a. Considérons l'équation générale du second degré 

JSfa^'— 2&r — . E = o, 

dans laquelle E , E^ et € sont supposés des nombres entiers , tels que 
c*-jh£E'>^Oy pour que les racines soient réelles; celte équation étant 
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résolue, donne 

« + l/(«' + EEO ^ 

x = ^ , 

où le radical peut être pris positivement ou négativement. Supposons 
que la racine cherchée soit positive^ et soit X* le nombre entier qui 
sera immédiatement plus petit que la valeur de ^ : on fera donc 

x = A'+ -r ; et substituant cette valeur dans l'équation proposée, on 

aura une équation transformée dont l'inconnue sera x^ : or", si après 
avoir fait la substitution , on multiplie toute Péquation par x\ qu'en- 
suite on change les signes, et qu'on suppose, pour abréger, 

E^ = E + 26A' — E'A'*, 

on aura la transformée 

E'V— 2/0/— E'= o, 
laquelle donnera 

or — gi . 

on cherchera donc le nombre entier A'', qui sera immédiatement plus 
petit que cette valeur de oc^y et on fera x^ = A''+ rr j et ainsi de 

suite. 

Maintenemt je remarque que la quantité J^'^l^'l^'^ qui est sous le 
signe dans l'expression de x\ devient , en substituant les valeurs de ^ 
et de E', et ôtant ce qui se détruit, celle-ci €* + EE', qui est la même 
que celle qui est sous le signe dans l'expression de x ; d'où il est &cîle 
de conclure que la quantité radicale sera toujours la même dans les 
expressions de XjX^, od\ etc. 

Donc^ si on suppose, pour abréger, 

B = €•+ EE', 

et qu^on fasse (le signe < àkn^ « - |^ nombre entier 

qui est immédiatement m 

8 
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X' < '-^, é' = X'E 



'-' -., 



é', 



E' =. E + 2éX' — E'A", A' < '^^ , é' = X'£' - 
E"'= E'4. ae'A"— E'X'*, X"'< '-^^^y^, 6'"= A"'E"'— é", 
E''= E"+ a/X'"— E'"A"", A"< *-^^^, *"= A"E"— <"', 

6CC* a 6iC* • 6CC« • 

on aura 

^ 1' ^ + -7^ 

, /+V/B _ . • , I 



^ — — ^ — — -^ -r i^î 



d'où 



E 

etc.; 



X = X' + 



.^1 l 



Quant au radical y/B, il faudra toujours lui donner le même signe 
qu'on lui a supposé dans la valeur de la racine cherchée x. 
On peut observer encore que ^ comme l'on a trouvé 

«'•H- Ë'E^s= €•+ EE'= B, 

on aura t =2= — gr- , et de même E'"=: — gy— , E"^ s= — gî— , etc. 

Ainsi on pourra, si on le juge plus commode, employer ces formules 
à la place de celles qu'on a données plus haut, pour avoir les valeurs 
de E", E* etc. 

53. Maintenant je dis que la fraction continue qui exprime la valeur 
de X sera toujours nécessairement périodique. 

Pour pouvoir démontrer ce théorème, nous commencerons par 
prouver en général que, quelle que soit l'équation proposée, on doit 
toujours nécessairement arriver à des équations Iransfornoéés dont \ê. 
premier et le dernier terme soient de ^gnes diflBrens. En eflfet. 
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avons vu dans le n' ig qu'on doit toujours nécessairement arriver à 
une équation transformée qui n'ait qu'une seule racine plus grande 
que l'unité, après quoi chacune des transformées suivantes n'aura aussi 
qu'une seule racine plus grande que l'unité ; soit donc 

flU" -i- Ju*~' + ou*~^ -f- etc. -+- A s= o 

une de ces transformées qui n'ont qu'une seule racine plus grande que 
l'unité, et soit s la valeur entière approchée de u : on fera , pour avoir 

la transformée suivante, »:=:£-( — , ce qui, étant substitué, donnera 

une transformée dans laquelle il est aisé de voir que le premier terme 
sera 

{a^ + bs'~' + es"-' H- etc. + k)\^r, 

et que le dernier sera a. Or, puisque la vraie valeur de u dans ïa trans- 
formée précédente tombe entre ces deui-ci : u^s et u=aD, entre 
lesquelles il ne se trouve aucune autre valeur de u (hyp.), il s'ensuit 
qu'en faisant ces deux substitutions dans l'équation en u, on aura 
nécessairement des résultats de signes contraires; car il est facile de 
concevoir qu'il n'y aura, eu ce cas, qu'un seul des facteurs de cette 
équation qui pourra changer de signe en passant d'une valeur de u à 
l'autre (n" S). Mais la supposition de u=aD donne le résultat au" 
(tous les autres termes devenant nuls vis-à-vis de celui-ci), lequel est 
de même signe que le coefficient a j donc il faudra que la supposition 
de u^s donne un résultat de ngne contraire à a; mais ce résultat 
est égal à 

aj-4_ Ai— + cj*-'+ etc. -|- k; 

donc, puisque celte quantité est en même temps le coefficient du pre- 
mier terme de Téquation transformée en w, dont le dernier terme 
est 1, il s'ensuit que cette transformée aura nécessairement ses deux 
termes extrêmes de signes différens. 

Et on peut prouver de la même manière que cela aura lieu , à plus 
forte raison , dans toutes les transformées suivantes. 

Cela posé, puisque l'équation proposée 

«T — E ^ o 
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EV« ~ ac'ar' — E' = o, 
£'"«'•— as'a:'— E"=o, 
etc. j 

il s'ensuit de ce que nous venons de démontrer, qu'un parviendra 
nécessairement à des transformées, comme 

E'^+'W — %i^x^ — E* = o, 



etc.. 



dont les premiers et derniers termes seront de signes difierensj de 

sorte que les noodDres E^, E^"'"\ E''"*"^, etc. seront tous de même 
signe. Or, on a (n° Sa) 

B= (é^)' + E>E>+' = (€>+0' + Ey+'E^+^ = etcî 

donc, puisque E^, E^"*"', E^"^^, etc. sont de même signe, les pro- 
duits E^E'^"'"*, E^"*"*E^"^^, etc. seront nécessairement positifs; d'oii 
il suit, 1®. que Ton aura W) <B, Ve^"*" 7* <B, etc., c'est-à-dire 

(en faisant abstraction du signe) €^«< y' B, 6^"*"' < t/B, et ainsi de 
suite à l'infini; a^. que l'on aura aussi, à cause que les nombres £, 

E', E', etc. sont tous entiers, E>'<B, £>+" <B, E^ + ^<B, et 
ainsi de suite. Donc, comme B est donné, il est clair qu'il n'y aura 
qu'un certain nombre de nombres entiers qui pourront être moindres 

que B et que v^B; de sorte que les nombres E^, E^"^', E^"*"^, etc., 

€^, 6^*"^, if^^ y etc. ne pourront avoir qu'un certain nombre de 
valeurs différentes, et qu'ainsi dans l'une et l'autre de ces séries, si on 
les pousse à l'infini, il faudra nécessairement que les mêmes termes 
reviennent une infinité de fois; et, par la même raison, il faudra aussi 
qu'une même combinaison de termes correspondans dans les deux 
séries, revienne une infinité de fois; d'où il suit qu'on aura nécessaire-, 
ment, par exemple, 

£3'+'^+' = E''+^, et 4''+^+' = e'' + ^, 
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ou bien, faisant y^J'zssfij 

£'•+' = E^ et 6^+' = i^i 
donc, à cause de 

B = W + £'•£'•+' = (s^+O* + E^+'E''+'+», 
on aura aussi E^"^'»"' = E'*"*'' ; mais on a 

donc a/*"*"'s=:a:'*j donc la fraction continue sera nécessairement 
périodique (n® 48)- 

54- En effet, on voit par les formules du n^ Su que si l'on a 
E^+' = E'*, et fr+' = J', on aura 

et ainsi de suite; de sorte qu'en général les termes des trois séries 
E, E', E', etc., 6, é', e", etc., X', X', etc. qui auront pour exposant 
fe+/ivH-9r, seront les mêmes que les termes précédens, dont les 
exposans seront /^^tt^ en prenant pour n un nombre quelconque 
entier positif. 

Ainsi chacune de ces trois séries deviendra périodique, à com- 
mencer par les termes E'*, t^ et A'*"*"*, et leurs périodes seront de v 
termes, après lesquels les mêmes termes reviencjront dans le même 
ordre à l'infini. 

55. Nous venons de démontrer qu'en continuant la série des nom- 
bres E, E', E", etc. ou doit nécessairement trouver des terme& consé- 
cutifs qui soient de même signe, et qu'ensuite la série doit nécessaire- 
ment devenir périodique : or, je dis que dés que, dans la même série 

on sera parvenu à deux termes consécutifs, comme E^, E^'^' de 
même signe, on sera assuré que l'un de ces deux termes sera déjà un 
des termes périodiques, lequel reparaîtra nécessairement dans chaque 
période 
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En effet , comme E^, E^^* sont de même signe , il est clair que la 
transformée 

E>+'(ar>)' — id^x^ — E?^ = G 

aura nécessairement une racine positive et l'autre n^ative; de sorte 
qu'elle n'en pourra avoir qu'une seule qui soit plus grande que l'unité; 
donc toutes les transformées suivantes auront nécessairement leurs 
termes extrêmes de signes différens (n® 53) , par conséquent tous les 

nombres E^, E^"*"*, E^^^, etc. seront de même signe j de sorte que 

chacun d'eux sera moindre que B, et chacun des nombres 6^, €^^'> 

i'^'^^, etc. sera moindre que ^/B (numéro cité). 

56. Or, comme on a B = («^)* +E^E^', il est visible que les 

nombres E^, E^'*''^ seront ou tous les deux moindres que |/B, ou que 
si l'un est plus grand, l'autre en sera nécessairement moindre; de 
sorte qu'il y en aura au moins toujours un qui sera moindre que |/B. 

Supposons que ce soit E^, je vais prouver que les nombres E'^, 

E^', E^"*^, etc., 6^, 6^"*"', 6^"*"% etc. seront tous nécessairement 
de même signe que le radical v^B. En effet, puisque les racines acf^ 
afj a^y etc. des équations transformées doivent être toutes plus 
grandes que l'unité par la nature de la fraction continue, on aura 

donc aussi o:^ > i , x^^ > i , et ainsi de suite ; donc 

l ^Z > I, 71; > I , etc. : 

et comme 

B = («*)• + E>E^+* = G^O* -+• E^+"E'^=' = etc., 

on aura 

i>-t-V/B E» .>■*•' 4«t/B _. E»+' 

E*+' ** t/B— •** E>-*^ VB— 1*+'* 

et ainsi des autres ; donc aussi 

>i, rr:;>ïjetc. 
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Or, comme 6^, é^"*"', etc. sont plus petits que v^B, il est clair que 

quel que soit le signe de ces nombres 6^, i^"'"", etc., les dénomina* 

teurs |/B— 6^, \/B — é"^**"', etc. seront nécessairement du même 

signe que v/B; donc il faudra que les numérateurs Ey, E^"*"', etc. 
soient aussi tous du même signe que |/B. 

Maintenant, supposons pour plus de simplicité {/B positif, en sorte 
que E^, E^"*"', etc. doivent être aussi tous ])08itifs; je dis que 6% 
6^"*"', 6^"*"^, etc. le seront aussi. Car, soit, s'il est possible, 6^ = — >f 
(>f étant un nombre positif) comme E^< v/B (byp.), on aura, à plus 

forte raison, E'^< ï/B+u; donc -— = 775-7-- sera < i , 

au Heu que celte quantité doit être > i ; donc «^ doit être positif. 
Soit ensuite, s'il est possible, é^^' = — d', comme l'on a, par les for- 
mules du numéro Sa, âT"*"* = A^"*"^ £y-r» — gV^ qj^ 3^^2^ 

^y+i£y+i ^^gV — „'j donc, à cause que t^ et »' sont des nombres 
positifs moindres que |/B, et que A^"*"* est aussi un nombre entier 
positif, il est clair que E^"*"' devra être moindre que |/B; et, dans ce 

cas, on prouvera, comme ci-devant, que 6^"^' devra être positif, et 
ainsi de suite. 

Si |/B était pris négativement, on prouverait de la même manière 

que ^, f^"'"^, etc. devraient être négatif»; et même, sans faire un nou- 
veau calcul, il n'y aurait qu'à remarquer que les formules du numéro 
cité demeurent les mêmes , en y changeant les signes de toutes les 
quantités E, E', E*, etc. €, ^y «", etc., et du radical \/B; de sorte 
qu'on pourra toujours regarder ce radical comme positif, en prenant 
les quantités E, E', E^, etc., €, e', e", etc. avec des signes contraires. 

57. Cela posé, je dis que si deux termes correspondans quelconques 

des suites E^ E^+', E^^, etc.,«^, 1^*, s^"*"^^ etc. sont donnés, 
tous les précédens dans les mêmes suites seront nécessairement donnés 
aussi. 

Supposons, par exemple, que E^"*" et î^*' soient donnés (on verra 
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lisément que la démonstratioii est générale, quels que soient les 
donnés), et voyons qnels doivent être les termes qoi précèdent 
en vertn des formules du n* 53, et des conditions du numéro 
dent On aura d'abord 




donc P^ = X>+^E?^^ — €>+3 j 

mab on doit avoir e^^ << ^fi ; donc il Êiudra que Ton ail 

On aura de même 

d'où, â cause de «^^* < K3, on tirera 

mus il Êiut, par la nature de la fraction continue, que A^ ' * soit un 
nombre entier positif; donc il £iudra que l'on ait 

or, on a aussi 

donc |/B — f''"'^ < E'^ , savoir : en mettant pour P"*^ sa valenr 
ci-dessus, j/B— A>+'EH-3 4.4>+3<E>^-^;d'où 

^ -^ E>+« 

Donc, puisque le nombre A'^ doit être entier, il est clair qu'il ne 
pourra être égal qu'au nombre entier qui sera immédiatement plni ^ 

petit que ' — ^Y ', ainsi X'^ sera donn^, et de là 6^"^^ le 




DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES. 6S 

aussi;' et comme E^^^ = ~[^L ^ U est clair que I?"^ sera aussi 
donné. Maintenant on aura 

^y _ xH-"E>+' — s>+', 

et par conséquent, à cause de s^^ |/B, 

Donc, pour que A^"*"' soit entier positif, tel qu'il doit être, il faudra 

que i^"*"* H- y/B > E^"*"* j par conséquent, à cause de 

EV+i Ey+^ = B — (é^+0* , il faudra que )/B — é^+'< E^^ , ou 
bien , en mettant pour fc^"*"* sa valeur ci-dessus, 

y/B — xy+^Ey+* + i^^ < E>'+^ ; 
d'où Ton tire 

E>+^ 

De sorte que le nombre A*^"*"^ ne pourra être que le nombre entier qui 
sera immédiatement plus petit que la quantité donnée iLKS; 

donc ce nombre sera donné, et par là les nombres s^" et E^"^' le 
seront aussi. 

Enfin, pxiisque E^ est (hyp.) < v/B, on aura, à plus forte raison, 

€^4- y/B>Ey; et de là, à cause de E^E^^ = B — (é^)' , on aura 

|/B — ^ <. E^, ou bien , en substituant pour s*' sa valeur trouvée ci- 
dessus, 

V/B — X^+* E^^* + 6^+" < E^" ; 



ce qui donne 




^y+X ^ .*+' + l/B 



I. 



ËH-1 

** ne pourra être que le nombre entier qui est 

9 
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immédiatement moindre qne la quaintité donnée ■■ ^; — j par con- 

séquent ce nombre sera entièrement donné , et les nombres H^ et E^ le 
seront aussi. 
Or, nous avons vu (n* 53) qu'en continuant les séries E^, E^''"\ etc., 

£^, ê^"*"^, etc., il arrivera nécessairement que deux termes correspon- 

dans , comme E^"*" , if^ , reparaîtront après un certain nombre d'au- 
tres termes \ en sorte que Ton aura , par exemple , 

Donc, par ce que nous venons de démontrer , on aura aussi en 
remontant , 

£7+»+^— a j_ £V+/— a ^y+,+^— a ._ gH"^— a 
exe* • clc* , 

E^+' = E^ é^+' = £^ 

58. De là je conclus en général, que lorsque dans la série des nom- 
bres E, E', E'', etc. , on en trouvera deux consécutiâ de même signe , 
celui des deux qui sera moindre que v^B sera déjà nécessairement pé- 
riodique. 

Ainsi , si dans l'équation proposée 

E'x* — 2€ar — E = o, 

les coeiliciens E et E' étaient de même signe , la série serait périodique 
dés le premier ou le second terme. 

Si l'on a £ = o, en sorte que jc = V f;^ ^^^^^ ^^ ®^ra B =EE'; d'où 

l'on voit que des deux nombres E , E^ le plus petit sera moindre que 
V/B, et le plus grand sera nécessairement plus grand que l/B; donc y 

dans ce cas > si le nombre p dont il s'agit d'extraire la racine carrée est 

plus petit que l'unité 9 la série sera périodique dès le premier terme E ; 
et, s'il est plus grand que l'uuité, la période ne pourra pas commencer 
plus bas qu'au second terme. 
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59. On a?ait remarqué depxiis long-temps que toute fraction continue 
périodique pouvait toujours se ramener à une équation du second de- 
gré ; mais personne y que je sache , n'avait encore démontré l'inverse de 
cette proposition, savoir": que toute racine d'une équation du second 
degré se réduit toujours nécessairvment en une fraction continue pério* 
dique. Il est vrai que Euler, dans un excellent Mémoire imprimé au 
tome XI des nouveaux G>mmentaires de Pétersbourg, a t)bservé*que la 
racine carré d'un nombre entier se réduisait toujours en une fraction 
continue périodique ; mais ce théorème qui n'est qu'un cas particulier 
du nôtre 9 n'a pas été démontré par Euler , et ne peut l'être , ce me 
semble, que par le moyen des principes que nous avons établis plus 
haut. 

60. Nous avons donné ci-dessus des formules générales pour trouver 
aisément tous les termes des fractions convergentes vers la racine d'une 
équation donnée , lorsqu'on a reconnu que la fraction continue qui ex- 
prime cette racine , est périodique. 

Or j dans le cas où l'équation est du second degré , et où l'on se sert 
de la méthode du n^ 5^, on pourra , si l'on veut, simplifier beaucoup 

les calculs des n"" 48 et suivais , pour trouver les termes l^ et iJ de 
chacune des fractions convergentes vers x* 

En effet, ayant 0:^ = ^^ et a/'+'= ig+^ , où .^, *-+-, 

E'^"'"' et E^ ' " ' ' sont connues (^ étant < > ) il n'y aura qu'à sub- 
stituer ces valeurs dans les deux équations du n* 4^^ et &isant pour 
abr^er. 



^^ -1- /•- » . 


=/^ 


^•r +^'^ 


= F^ 



H»^ 



+ ir-^ *= K', 



■ET»" 



on aura 



• • 
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(ï* + ^f ) X (G- + HVB) X (k' +^?)" 

= Ur^ + L«-' £'•+''+• + L« i/B ; . 

d'où, à cause de Tambiguité du signe du radical ^B, on tire 
sur-le-champ 

_ (/"+|^)x(0 '+ h.^x(k . + 5^)- 



21/B y 

L = —^ — 

~' 2V/B " * 

f étant, comme plus haut, =ft + /ïv-{«^. 

6i. On peut aussi remarquer que la valeur de L^ peut se déter- 
miner par le moyen de celle de P et ^^~', sans avoir besoin d'un 
nouveau calcul. 

En effet, avant a:= — rf— = 775 — j ^^ de même x* = . 

on aura par l'équation (G) du n* 5i , 

E _ IfEf + /^""(j/B— jQ 
V/B — • LfEf +L'-'(v/B— iO ' 
savoir , 

E[L^E^ + L^' (y/B— 6«)] 
= /^E^(v/B — €) + P-^ [B H- €€« — (6^+€) v/B Jj 
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de sorte qu'en colljparsDt k partie rationneUe avec U .ratKameUe f 
et l'irrationnelle aveo l'irrationnelle', on aura 

U- = g , 

d*où, à cause de B— (i^)'^E'E"'*, on aura 

E • 

Or, f étant K/i-f-Rr-f-?r, on aura • 

de aorte que c' et E''''^ seront connus, quel que soit le quan- 
tième f, 

62. Supposons , pour donner un exemple de l'application des jbr- 
mules précédentes , qu'on demande la racine carrée de ^ par une 
fraction continue. 

Faisant x = \/^ , ou aura l'équation Sx* — 1 1 = o ; donc 
(n*5a) E=ti, E'^3, c^oj ainsi , on fera le calcul suivant, 
en prenant B ^ 33 , 



\/33 + o _ 



, tf = 1.3— o = 3, 




m que E* Bs E' et «* :s / ; de sorta 
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qae fatuai, dans ce fcas^ f^ = < et f s 4? ^^ P^^ conséquent 



j: = I + 



«+i 



, 1 

10 + - 



. + i 



^ + ' 



. + ^ 



lo 4" etc. 



63. Telle est donc la fraction continue qui exprime la valeur de v/-^^ j 
mais si on veut trouver les fractions convergentes vers celte valeur, on 
fera dans les formules aun°6o^jLc=i,p=4>et comme ^ doit être < 4 > 
on fera successivement 7r=o, 1,2, 3. 

On aura donc Z^ = /' = (form. A, n® 4?) ^' = 1, ^~ =Z=ij 
^=6' = 3,E^+' = E"=:8jdonc/^= (n*6o) ^H- i =^j on 

trouvera de même L^ = i , F^ = g. Ensuite on calculera les valeurs de 

Hf H', etc. jusqu'à H = H'* par les formules ( C ) du n" 4^ , et l'on 

trouvera 

H =o , 

H'=i, 

H" = A'"H' = 10 , 
H"'s=A"H''-HH'=:ii, 
H" = A'H'»4-H"=:3a. 

D'oà H' = 3a, H'""* = 1 1 , et de là K' = ^ + II =a3. 

Maintenant soit, i*. 7=: o, en aura H ==:oetH *" =si;caril 
étit âiëilé'de Vôirp'ar la nature des formules (G) que le terme qui pré- 
céderait H, serait nécessairement sa i : en effet , on doit avoir par l'a- 

nal(^e H' sa A^ H + H ""' ; oti prouverait de même que le terme 

<|iii^précé4è^ait *, *rait = o,- donc G*" =5 ET"*" " = a a\ SoilsTcsi, 

onauraH*^ssi^H*!"" =x8;d(mo 
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3"". Soit wss 2i donc 

H'* = 10, H'"'^ I, G'= 10 /^^ + 1. E'^'=i06'''+F^çs58. 
4^ Soit ^=3, donc 

H'= II, H'"' = io, et G' = ii€«'-+-ioE^ = 63. 

Donc, substituant ces valeurs dans les expressions de If etlJ du 
n"" 60 , et multipliant ensemble , pour plus de simplicité , les deux 

&cteurs /'•±— T7_, G*" db H*" v/B , comme aussi les deux ...... 

F^rfc— ^ , G'cfcH*' v/B, ce qui donne ces facteurs simples 

on aura les formules suivantes : 

,4.+._ (11+ t/33) (23 + 4 1/33)' — ( 1 1 — v/33) (a3 — 4|/33)' 

~" av/33 ' 

,4,+._ ( 3+ V33) (23+41/33)" ~( 3— |/33) (a3--4v33)- 
^ — 2V/33 ♦ 

...^._ (11+ 2V/33) (23 + 4v^33)-— ( II— 21/33) (23-4V33)' 
* — av733 » 

__ ( 6 + v/33) (23 + 4t/33)' - ( 6 - t/33) (a3 - 4i/33) ' 
i, _ av'33 ^ > 

„,+3_ (i2i + 2it/33) (23 + 4v^3)' — (i2i-aH/33) (ii — Ji/SSY 
'• — âpSS '^ » 

, ,,^., __ ( 63 + 1 1 V33) (23+4 V^33)' — ( 63 — 1 1 v/83) (a3 — 4|/33)» 
*^ — SP33 '~ ^ ♦ 

f4.+4_ -('3a + a3^/33) (23 + 4v^33y>-^(iaa<- 834/33) (a3«^4V88)> 

~ """ 2733 : ' > 

y 4,+4 _ ( 69+iat/33) (a3 + 4^/33)'-n( 69^. iaV83)(a3~4t/3 3)" 
■"" at/3? » 

au moyen desquelles on pourra trouver la valeur de ohacone des 

fractions =^ , n , |â , etc. convergentes vers la racine de •^. 
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Ain», Élisant d'abord n = o, on aura les quatre premières fractions; 
foisant ensuite n s= i ,.on aura les quatre suivantes , et ainsi de suite , 
et ceif fraclions seront 



7- i- 11' 1»' 35' i-}' 55' 65«' "'" 
Si l'on voulait avoir , par exemple, le cinquième terme de cette série, 
c'est-à-dire la fraction -jtï-, U n'y aurait qu'à diviser 5o par 4 j ce qui 
donne i3 de quotient et a de rester et l'on ferait n = 13 ; de sorte 
qu'en développant la puissance douzième de 33 d= 4 v' 33 , et disant 
pour abréger 

M = (33)» + 66 (33) C4)' ^3)" + 493 (33)" (4)* (a3)' 

+ 9.4 (33)' (4)' (.3)' + 493 (33)* i(4)' (25)* 

+ 66(33)^(4)"(a3)" + C33)«(4)», 
> = 13 (4) (33)" 4- 230 (33) (4)' (i3)' + 793 (33)» C4)« (23)' 

+793(39)» (4)' (33)»+ 33o(33)K4)» (23)'+ 13 (33/ (4)" (33), 



(33=fc4 ï/33)"=:M=fcN ï/33; 

donc, substituant cette valeur dans les expressions de U"'^ 
aura pour la fraction cherchée , 



M +6 H ' 

64. Je vais terminer cette remarque par une observation qui me pa- 
rait digne d'attention. Lorsque r^quutiun proposée a des diviseurs com- 
meusurables du premier degré, alors les fraclions continues qui repré- 
senteront les racines de ces diviseurs, seront nécessairement terminées: 
etlorsque l'équation aura des diviseurs commensurables dn second degré 
à raàDesréelles,alors les fraclîonscontinues qui exprimeront les racines de 
ces divbeursserontnécesâairemant périodiques. Ainsi la méthode des 
fractions continues a uon-seulemcnt l'avantage de dMÉKr toujoun Itt 
valeurs rationnelles les plus approchantes qu'il esta 
cherchée ; mais elle a encore celui de donner tous l 
sunibles du premicretdu second d*"»^ "•\e l'c'quat**' 
fermer. 11 serait à Bouhaîter quelV t aui 
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pût servir à faire reconnaître les diviseurs eommensurables des troi- 
sième, quatrième , etc. , degrés, lorsqu'il y en a dans l'équation propo- 
sée; c'est du moins une recherche qui me paraît très digne d'occuper les 
G^mètres. 

ARTICLE III. 

Généralisation de la théorie des fractions continues, 

65. Nous avons supposé dans le chapitre III que les nombres 
p^ q i r^ etc., étaient les valeurs entières approchées des racines 
x,^,z,etc. , mais plus petites que ces racines, c'est-à-dire que 
/7, ^, r, etc. , étaient les nombres entiers qui seraient immédiatement 
plus petits que les valeurs de o?,^, z, etc.; cependant il est clair que 
rien n'empêcherait qu'on ne prit pour/?^ q , r, etc. , les nombres entiers 
qui seraient immédiatement plus grands que les racines â:^^, z, etc. 

66. Imaginons donc qu'on prenne pour/^ le nombre entier qui est immé- 
diatement plus grand que a:, en sorte que /? > a: et/? -— 1 < or, il est clair 

qu'il faudra dans ce cas a; = /? ^ -, c'est-à-dire qu'il faudra prendre/ 

négativement, et comme x <ip tX,'^ p^~- 1 on aura - >• o et < r , 

et par conséquent j^ >- i , comme dans le cas où l'on aiu'ait pris p plus 
petit que x (n** 18). Ainsi on pourra prendre de nouveau pour y, le 
nombre entier qui serait immédiatement plus petit que j^, ou celui 
qui serait immédiatement plus grand , et l'on fera dans le premier cas 

jr = y -|- - , et dans le second, y = y , et ainsi de suite. 

De cette manière on aurait donc 

a: = ;?d=^, jr=:^=t:i, z = rdb^, etc. 
ce qui donnerait la fraction continue 



X ^= p 



^ = 




■" • eic* , 



o de remarquer que chacun des dénominateurs ^, r, etc. , 



10 
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qui sera suivi d'un signe-— , devra nécessairement être ?= a ^ ou >» 2 y 

car , puisque J^ > i , si on fait 7* = ç , on aura y — -> i , 

donc ^ >• I + - , donc q devant être un nombre entier , sera néces- 
sairement = 2 , ou >> 2 ; et ainsi des autres. 

67. J'observe maintenant que ces sortes de fractions qui procèdent 
ainsi par addition et par soustraction , peuvent toujours facilement se 
changer en d'autres qui ne soient formées que par la simple addition. 

En effet , supposons en général 

a — 1= A + ir, 

â et A devant être des nombres entiers, et ^| T des nombres plus 
grands que l'unité; on aura donc « — A = - + nnî donc, puisque 

j<i,et^< ijT + rp sera < 2 ; donc on ne pourra supposer 
que a •^- A = I , ce qui donne A c=: a — i ; on aura donc 

fl_i = a~i+^;donc^ = i— ^,etT = j47 = '+7=r7^ 
de sorte qu'on aura en général 

a — -=fl — i-t" 



t * I + I 



t X 



et cette formule servira pour faire disparaître tous les signes — dans 
ime fraction continue quelconque. 
Soit , par exemple , la fraction 



F — 



~", clU», 



elle deviendra, en ùisanla:=py et ^ = y +-, etc., 



1+1 



r etc. 
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Si l'on avait la fraction > 

r etc., 
elle se changerait d'abord en 

^ ' i4- 1 



y— 1 — 1 

retc, 
el ensuite en 

, I 



i + i 



r — 1 etc. , 

et ainsi des autres fractions semblables. Il est bon de remarquer qu'il 
peut arriver que , dans ces sortes de transformations , quelqu'un des 
dénominateurs devienne nul , auquel cas la fraction deviendra plus 
simple. 

En effet, supposons que la fraction à rëduire soit 



la transformée sera 


r etc. , 




P" 


, 1 » 


c'est-à-dire 


o+ I 

r etc. , 






p — I H -î— etc. 


De même , si l'on avait la fraction 


elle se réduirait 


à celle- 


1 

P-^-l 

7 etc. , 
ci 




P— ' 


1-1- ■ 



r — 1 etc. 



76 DE LA RÉSOLUTION 

savoir , ;9 — I -|- 



2 + 1 



r — I etc., 
et ainsi du reste. 

68. La formule que nous avons trouvée ci-dessus^ et qu'on peut mettre 
sous cette forme 



aH- 



1 + 1 , 1 



fait voir qu'une fraction continue dont tous les termes ont le signe H- > 
peut quelquefois être simplifiée en y introduisant des signes — - ; c'est 
ce qui a lieu lorsqu'il y a des dénominateurs égaux à l'unité 3 car soit, 
par exemple , la fraction 



r + etc. , 
elle pourra se réduire par la formule précédente à celle-ci , 

P + ^ — r+^ etc. , 

qui a , comme l'on voit , un terme de moins ; donc si l'on avait la 
fraction 



« + i 



I -I- 1 

7 etc. , 
elle se réduirait à celle-ci 

8 etc. p 
et si l'on avait celle-ci 



i + » 



1+J 

8 etc. f 
elle se réduirait d'abord à 



0+1 -i— 



1 + 1 
8 etc. , 
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et ensuite à 



8 + 1 etc., 
d'où il est facile de conclure , en gênerai , que si Ton a une fraction 
continue qui n'ait que des signes 4*9 et où il y ait des dénominateurs 
égaux à l'unité, on pourra toujours la changer en une autre qui ait au- 
tant de termes de moins qu'il y aura de pareils dénominateurs, pourvu 
qu'ils ne se suivent pas immédiatement ; car, lorsqu'il y en aura deux de 
suite , on ne pourra faire disparaître qu'un seul terme ; lorsqu'il y «n 
aura trois de suite , on pourra faire disparaître deux termes j et en gé- 
néral, s'il y en a 3/1, ou 2/1 »)- I de suite, on ne pourra faire disparaître 
que/* ou/*-}- I termes. 

Ainsi , la fraction continue qui exprime le rapport de la circonférence 
au diamètre étant, comme l'on sait, 

3 + 



7 + 1 



i5 + i 



1+ i 



292 -f< I 



i + 1 



1 + 1 



ï + » 



2 + etc., 
elle peut se réduire à une autre qui ait déjà trois termes d e moins, et qui sera 



3 H- 



1 



7+_L 



16^^ 



294--T 



3—1 



3 -f- etc. 

6g. Pour pouvoir comprendre sous une même forme générale les 
fractions continues où les signes sont tous positifs , et celles où il y a des 
signes négatifs , il est bon de transformer ces dernières , en sorte que les 
signes négatif n'affectent que les dénominateurs , ce qui est très facile j 
car ayant , par exemple , la fraction 

r— I 

8 4- etc. , 
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il est clair qu'elle peut d'abord se changer en 

, I 

? H 

— ^ — 1 



s -4- etc. , 
ensuite en celle-ci 



/'H-z: 



^+ï 



— r+i 



8 + etc. , 
et ainsi des autres. 

De cette manière , la forme générale des fractions continues dont 
nous venons de parler ci-dessus , sera 



9 + 



r -H etc. , 

les nombres /?, 7, r, etc. étant tous entiers, mais pouvant être po- 
sitifs ou négatifs , au lieu que jusqu'ici nous les avions toujours sup- 
posés positifs. 

11 faut cependant remarquer que , si quelqu'un des dénominatems 
^, r, etc. se trouve égal à l'unité prise positivement ou négative- 
ment, alors le dénominateur suivant devra être de même signe; c'est 
ce qui suit de ce qu'un dénominateur positif, et égal à l'unité, ne 
saurait jamais être suivi du signe — (n* 68). 

•jo. Il suit de là que la méthode d'approximation donnée dans le 
chapitre ÏII, peut être généralisée en cette sorte. 

Soit X la racine cherchée, on prendra d'abord pour p la valeur 
entière approchée de x, c'est-à-dire qu'on fera p égal à l'un des 
deux nombres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de Xy 
et qu'on peut toujours trouver par la méthode du chapitre I*'j 

l'on supposera ensuite a: = /? + -, ce qui donnera une transfor- 

mée en^ qui aura nécessairement une racine positive ou négative 
plus grande que l'unité ; on prendra de même pour q la valeur en- 
tière approchée dej^, soit plus grande ou plus petite que^, et l'on 

fera ^ = ^ + -; et ainsi de suite. 

Si l'équation en x avait plusieurs racines , on ferait sur les transfor- 
mées enjr^enz^eauj etc. des remarques analogues à celles du n* 19. 
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Ayant donc 

xz=p+^y ^ = 9 + 1» « = '*+n> «'<=•» 
on aura 

r + etc. , 

où les dénominateurs q, r, etc. pourront être positifs ou négatifs^ 
comme nous l'avons suppose ci-dessus ; et cette fraction pourra en- 
suite se réduire, si l'on veut, à une autre dont les dénominateurs soient 
tous positifs , et qui ne contienne d'ailleurs que des signes + (n** 67). 

L'avantage de la méthode que nous proposons ici , consiste en ce 
qu'on est libre de prendre pour les nombres />, y, r, etc. les nombres 
entiers qui sont immédiatement plus grands ou plus petits que les 
racines x, j'y Zy etc., ce qui pourra souvent donner lieu à des 
abrégés de calcul dont nous parlerons plus bas. 

Au reste, si l'on veut avoir la fraction continue la plus courte, et 
par conséquent la plus convergente qu'il soit possible, il faudra prendre 
toujours les nombres p, y, /•, etc. plus petits que les racines or,/-, 
Zj etc., tant que ces nombres seront différens de l'unité 3 mais, 
dès que l'on en trouvera un égal à l'unité , alors il faudra augmen- 
ter le précédent d'une unité , c'est-à-dire qu'on le prendra plus grand 
que la racine correspondante ; cela suit évidemment de ce que nous 
avons démontré sur ce sujet (u* 68). 

71. Maintenant, si l'on fait, comme dans le n* ^3, 

A =z py 

j8 = tf^F + I , 

y :=2 fir + a, 

cT = 3.^ + /3, 

etc., 

on aura , en ajoutant au commencement la fraction 7 qui est plus 
grande que toute quantité donnée, les fractions 

I et p 2i ^ » 

o' «"' jT' y'^ iP' ' 

lesquelles seront nécessairement convergentes yen 1 de x. 



a = 


I» 




i8' = 


: a/ç 


9 


>' = 


jS'r 


+ «', 


«r' = 


y's 


+ ^', 


etc., 







8o DE LA RÉSOLUTION 

Et pour pouvoir juger de la nature de ces fractions , nous re- 
marquerons y 

I**. Que l'on aura toujours 

ao — I et' * = — I , 
jSflt'— a/3' = I , 

y fi' — /sy = ~ I , 

etc. , 

d'oui l'on voit que les nombres a , a', /3 , j3', etc. , n'auront aucun divi- 
seur commun , et que par conséquent les fractions -7 » p-, etc. , seront 

déjà réduites à leurs moindres termes. 

2**. Que les nombres a, /3, >^, etc. , et «', jS', y, etc., pourront être 
positifs ounégatife ; lorsque la valeur de x est positive, les deux termes 
de chaque fraction seront de même signe , mais ils seront de signes ;dif- 
férens lorsque la valeur de x sera négative , et qu'abstraction faite de 
leurs signes , ces nombres iront en augmentant* 

S**. Quel'on aura, à cause de xzssp -|--,j^s=y -f-- , etc. , 

a: = '^ + ' 






•w+r ' 



etc. 



72. Donc, en général, si :t, p, o*, sont trois termes consécutif quel- 
conques de la série a, jS, y^ etc. , et tt', p' , ^, les termes correspon - 

dans de la série *', jS', y, etc. , en sorte que—, , -^ , -t? soient trois frac- 
tions consécutives convergentes vers la valeur de â?, on aura 

P'Tt' — TTjo' = zfc I , et o-p' — ptr' =: =1= 1 , 

les signes supérieurs étant pour le cas où le quantième de la fraction ^ 
est impair, et les inférieurs pour celui où ce quantième est pair. 
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compter depuis la première fraction ~'y de plus, on aura (abstraction 
laîte des signes) 

enfin, si l'on dénote parole terme correspondant dans la série x^Jy^y etc., 
on aura rigoureusement 

Et si k est la valeur entière approchée de /, soit plus grande ou plus 
petite que t^ on aura 

flr = f A: + -TT , 0"' = /A + ^\ 

73. Cela posé, considérons la fraction 4 et voyons de combien elle 
diffère de la vraie valeur de x^ pour cela, nous aurons 



_% — çi+.^ _^ c <^ — V 



X - - - -.-• 



e' < « + »' «' e' (e'« + '') — ^ «' (e'« + »') 

I 



donc ^=^ = ^>(e'*+sr')- 

Ainsi rerreiu* sera rr: ,^ . , ,^ , or, si fl et fl + 1 senties deux nom- 

bres entiers entre lesquels tombe la vraie valeur de £ , il est clair que 
la quantité f^t •+■ "if tombera entre ces deux /'9 + n(\ et f '(fl + 1) +9i^> 

et qu'ainsi l'erreur de la fraction -, sera renfermée entre ces deux limites. 

Or, on peut prendre A: = 6 , ou it == + 1, de sorte que l'on aura 
y c=; /'fl + '^ j ou s= /'(fl + i) + st'; d'où je conclus que si, pour dis- 
tinguer les deux cas , on nomme ^ le dénominateur de la firaction qui 

suit^, lorsqu'on prend la valeur approchée de t en dé&ut, et Z' le dé- 
nominateur de la même fraction , lorsqu'on prend la valeur approchée 
de t en excès 9 l'erreur de la firaction %- sera nécessairement renfermée 

entre ces deux limites qa -^ et rc -7=>* 

II 
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D'où l'on voit que rerreur ira toujours en diminuant d'une fraction^ 
à l'autre, à cause que les dénominateurs /, a' ou 2', etc., vont néces- 
sairement en augmentant. On voit aussi, a cause de a'> / et 2'> /, 

que l'erreur sera toujours moindre que =P"7ï; c'est-à-dire que l'erreur 

de chaque fraction sera moindre que l'unité divisée par le carré du dé- 
nominateur de cette fraction. D'où il est facile de conclure que la 

fraction 4 approchera plus de la valeur de x, que ne pourrait faire 

aucune autre fraction quelconque qui serait conçue en termes plus 

simples ; car supposons que la fraction — approche plus de x que la 

fraction-,, n étant </^ comme la valeur de x est contenue entre 

-,et^, + -îï, ou entre -, et -, î;, il faudra que la valeur de ^ soit 

pareillement contenue entre ces limites; donc la différence entre 

^ et — devra être < -71; mais cette différence est , ^^ , dont le nu- 
ç 7» c C '* 

mérateur ne peut jamais être moindre que l'unité, et dont le déno- 
minateur sera nécessairement plus grand que /•, à cause de / >• n ; 
donc, etc. 

74* On doit remarquer , au reste , que si les dénominateurs cl\ j3', 
y', €tc. sont tous de même signe ou de signes alternatifs , les erreurs 
seront alternativement positives ou négatives; de sorte que les fractions 

^, gTj -^j etc. seront alternativement plus petites et plus grandes que 

la véritable valeur de x, coHtfme nous l'avons dit dans le n"" 23 ; mais 
«ela cessera d'avoir lieu lorsque les nombres a', jS', y', etc. ne seront 
pas deux à deux de même signe ou de signes différens ; c'est ce qui 
arrivera nécessairement lorsque, parmi les dénominateurs 7, r, 5, etc. 
de la fraction continue, il y en aura de positifs et de négatifs, c'est-à- 
dire, lorsqu'on prendra les valeurs approchées de x, j^, z, etc. tantôt 
plus grandes , tantôt plus petites que les véritables. 

75. Si au lieu des fractions convergentes ^, gr, ^y etc. on aimait 

M> f9 y 

mieux avoir une smte de termes décroissans , on remarqueridt que. • . .• 
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» — -7 = — ' ,^ = —rss ; et de même 






et ainsi de suite j d'où Ton tire , à cause de a^ = i , 



/3 . 1 






^ ï^ i . i_ 



« 



i8' ^' ^ y'cK 



et, en général , 



"^ ^"" •• *»" ^/V ""^ Âf~~f 1 / K/ ^ etc. ! ■ f f 

Ç ctiS^ jSy ' y^ w'ç 

Ainsi on aura pour la naleur de x la série a 4- r-™ ^-. -;-; n^ etc. , la- 
quelle en approchera d'autant plus qu'elle sera poussée plus loin ; et 
si après avoir continué cette série jusqu'au terme quelconque 

on veut savoir de combien elle difiêre encore de la véritable valeur de 
â?, on sera assuré que l'erreur se trouvera entre ces deux limites. • • • 

-7y et 7 7]^ i^'' 73); de sorte qu'elle sera nécessairement moindre 



'V 



que ^,. 



76. U est à remarquer que chaque terme de la série 
répond à chaque terme de la fraction continue 



r^. etc. 

d'où elle dérive } dç ^sorte que l^ série iUn^t .lipus parlons sera plus ou 
moins convei^gente^" nj^j*"*** -^ ^^ sera. Or nous avons 

II.. 
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donné plus haut (n^ 68) le moyen de rendre une fraction continue la 
plus convergente qu'il est possible ; donc on pourra avoir aussi la suite 
la plus convergente qu'il soit possible. 

Ainsi, pour avoir une suite qui soit la plus convergente de toutes 
vers le rapport de la circonférence au diamètre ^ on prendra la fiaction 
continue qui exprime ce rapport j et après l'avoir simplifiée comme 
nous l'avons fait (n"" 68) , on la mettra sous la forme suivante : 

3 + 



7+ * 



i6 + I 



—294+1 



3-i-i 



— 3 + etc. y 

de sorte qu'on aura p=z3y ç=zfj^ rs= 16, ^ =—294 y etc. donc on 
trouvera (n* 71) 

af =s I, /3' = 7, y= 7.16+ I = ii3, 

J^ s= ii3 X — 294 + 7 = — 332 15, 

é' = — 332 15 x3 + ii3 = — 99533, 

Ç' = — 99532 X — 3 — 332 15 = 26538i, etc. 

de sorte que la série cherchée sera 

3.1 ! !L_ î ^ etc 

^7 7.113 ii3.332i5 33215. 9953a 99532.a6538i' "*' 

ARTICLE IV. 

Où Von propose différens moyens pour simplifier le calcul des racines 

par les fractions continues. 

77. Nous avons trouvé en général (n^ 72) que si -; et ^, sont deux 
fractions consécutives convergentes vers la valeur de a; , on aura. • • . 
j: = V , , ; donc si l'on substitue cette expression de x dans l'équa- 
tion en X dont on cherche la racine , on aiu'a une transformée en t^ 
qui sera nécessairement la même que celle qu'on aurait eue par les 
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substitutions successives de » + - à la place de a: , de 7 + - à la place 

y • 

de y y etc., et pour avoir la fraction suivante ^, il faudra trouver la 
valeur entière approchée de <, laquelle étant nommée i^ on aura 

a- = A^/ + ^, ff' = V + ^. 

. et |3 
De cette manière, connaissant les deux premières fractions -^^^-gi 

qui sont toujours |, et - ( n® 71 ), on pourra trouver successivement 
toutes les autres, à l'aide de la seule équation en x. 

78. Or, soit qu'on emploie les substitutions successives de /?H — 
& la place de or, de ^*|- - à la place de j^ etc. soit qu'on fasse usage 

de la substitution générale de . / à la place de a:, la difficulté se 

réduira toujours à trouver dans chaque équation transformée, la va- 
leur entière approchée de la racine positive ou négative, au-dessus de 
l'unité que cette équation contiendra nécessairement ( n^ 70 ). Si la 
première valeur approchée de p ne convient qu'à une seule racine , 
alors toutes les équations transformées en y^ en z , etc. n'auront cha- 
cune qu'une seule racine plus grande que l'unité^ de sorte qu'on 
pourra trouver les valeurs entières approchées de ces racines par la 
simple substitution des nombres naturels (n* 19). Mais si la même va- 
leur appartient à plusieurs racines, les transformées auront nécessai- 
rement plusieurs racines plus grandes que l'unité, soit positives ou 
négatives, jusqu'à ce que l'on arrive à une de ces transformées qui 
n'ait plus qu'une pareille racine; car alors toutes les suivantes n'en ai>- 
ront plus qu'une seule au-dessus de l'unité, comme nous l'avons dé- 
montré dans le numéro cité. 

Avant d'être parvenu à cette transformée, il arrivera souvent que 
la simple substitution des nombres naturels ne suffira pas pour faire 
trouver les valeinrs entières approchées dont on anr» ^^^a^~ «««irce 
que l'équation aura des racines qui différeroii' 
quantités moindres que l'unité. Dans ce cas do 
drait avoir recours à la métîiode générale cpt 
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le chapitre j^remierj maisy ayant déjà employé cette méthode pour 
trouver les premières valeurs approchées des racines x de l'équation 
primitive, on pourra se dispenser de faire tm nouveau calcul à chaque 
équation transformée; c'est ce qu'il est bon de développer. 

79. En faisant usage de la méthode dont nous parlons , on trouvera 
d'abord les limites entre lesquelles chaque racine réelle de l'équation 
proposée sera renfermée, en sorte qu'entre deux limites trouvées, il n'y 
ait qu'une seule racine (n** i3). 

Soient X et A les limites de la cacine cherchée j l'expression .... 

fit ^~ 'TT SI* X "^ *IF 

3? = % . . donne <= r-; donc la valeur de t sera renfermée 

entre les limites . ^, — __ ,^ *\ par conséquent, si ces dernières li- 
mites diOerent l'une de l'autre moins que de l'unité , on aura sur-le- 
champ la valeur entière approchée de t ; mais si elles différent l'une 
de l'autre d'une quantité égale ou plus grande que l'unité , alors ce 
sera une marque que la racine cherchée t différera des autres racin es 
de l'équation transformée en t par des quantités égales ou plus grandes 
que l'unité; de sorte qu'on sera sûr de pouvoir trouver la valeur en- 
tière approchée de cette racine, par la simple substitution des nombres 
naturels à la place de / ; et la même chose aura lieu , à plus forte rai- 
son, dans les transformées suiva ntes. 

80. La formule / = - _J^ peut être aussi très utile pour réduire 

en fraction continue toute quantité x qui sera renfermée entre des li- 
mites données, au moins pour trouver les termes de cette fraction 
qui pourront être donnés par ces limites ; car nommant, comme ci- 

dessus , A et A les deux limites de ^ , on aura f^ et ,^ pour 

celles de ^ ; de sorte que , tant que la diflTérence entre ces dernières 
limites ne sera pas plus grande que l'unité, on pourra trouver exac- 
tement la valeur entière de i : ainsi , prenant ^ et ^ { p étant la 

valeur entière approchée de x) pour les deux premières fractions, 
on pourra pousser la suite des fractions convergentes, et par con- 
séquent la fraction continue, jusqu'à ce que les limites dont nous 
parlons diflerent entre elles d'une quantité plus grande que l'unité; 
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alors il faudra s'arrêter, parce que leç limitas dp^nëes A et A na 
comporteront pas udç plu^ grande ei^aciit^dq daitô la valeur de oc. 

Par ce moyen , on n'aura jamais à Qr^ipdrq à» sq tromper en pous- 
sant la fraction continue plus loin qu'on ne doit, comme ceja: arri?* 
verait facilement si, pour avoir cette ffactioQ, on se contentait de 
prendre un des nombres A ou A, et d'y pratiquer la même opéra- 
tion dont on se sert pour trouver la plus grande commune mesure, 
conformément à la manière usitée de réduire les fractions ordinaires 
en fractions continues. 

Pour pouvoir employer cette méthode en toute sûreté, il faudrait 
faire la même opération sur les deux nombres A ou A, et n'admettre 
ensuite que la partie de la fraction continue qui proviendrait égale- 
ment des deux opérations ; mais la méthode précédente parait plus 
commode et iplus sigoplç. 

81. Voyons maintenant d'autres moyens pour simplifier encore la 
recherche des valeurs entières approchées dans les (fifi&entes équa- 
tions transformées. Soit 

r — fl/"-"* + bt*^^ - — etc. = o , 

une quelconque de ces équations, dans laquelle il s'^t de trouver 
la valeur entière approchée de ^, que nous désignerons en général 
par k'y cette équation étant dérivée de l'équation proposée en x, 
sera du même degré que ceHe-ci , et aura par conséquent le même 
l^ombre de racines , que nous supposons égal à n. 

ISous avons trouvé en général (n** ^9^ ^^*- — ^^ , ce qui se 



réduit 



(1^^ - ■) 



-, — jjj7 =5 ± 7^ , le signe supérieur étant pour le cas où le quan- 
tième de la fiiijCtion p est pair^ et l'inférieur pour celui âù ce quan- 
tième est impair; donc on aura 






KH') ' 
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Donc j si l'on dénote par x la racine cherchée, et par x'y x^^ etc. 
les autres racines de l'équation en x , qui sont au nombre de n , et 
qu'on dénote de même par tj t'j i'^ les valeurs correspondantes de /, 

on aura 

I ^ 



rf= 



i'==b— -^^ — - 



1/ 



/• r« _»\ c 



etc. 



Mais l'équation en t donne a=:f>f-<'>f-<''<-|« etc. ; donc sobsti- 
toant les valeurs de <', <'', etc. que nous venons de trouver, et qui 
sont au nombre de n -^ i , on aura 



(n— iX 

~7 




=t ^ /" 7-^ -f- .-^ +--^ + etc 

Or nous avons trouvé (n* 78) p = ard=: J(j^jl^J\ j ®^ ''^^^ ^"^ ^" 

sant /^ + 'Tt' =s 4/, "'^^^X^, où l'on remarquera que p'f-H^ 

étant renfermé entre les limites ^ et ^\ qui sont l'une et l'autre 
plus, grandes que / (n* 7 a) , la quantité %(/ sera nécessairement plus 
grande que l'unité. Donc ^ faisant cette substitution dans la formule 
précédente, on aura 

£ = 0-1- n 

H- etc. 



(^«'•C-^O*^ e"('-*')=*=;p 




Mais les quantités x ^^ ai ^ x ^^ af\ etc. sont données , et la 
quantité /' va toujours en augmentant ; donc puisque la firaction -? 
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est toujours moindre que l'unité, il est clair que chacune des 
quantités 

I X 



,'«(.-./)dbi' ,'»(*-0±;p 



• 6CCa • 



ira nécessairement en diminuant , et que par conséquent la somme 
de ces quantités, qui sont au nombre de /i — 1 , ira en diminuant 
aussi; de sorte qu'elle deviendra nécessairement moindre que |. 

Donc, on parviendra nécessairement à une équation transformée 

telle , que sa racine t sera , à i près , égale à a + -, — ^ ( a étant le 

coefficient du second terme pris négativement), c'est-à-dire que cette 
racine sera contenue entre les limites 

et la même chose aura lieu à plus forte raison pour toutes les trans- 
formées suivantes. 

Donc, dès qu'on sera parvenu à une pareille transformée, il n'y 
aura qu'à prendre le nombre entier qui approchera le plus de la quan- 
tité a + i y-i — , c'est-à-dire , celui qui sera contenu entre les 

mêmes limites 

«H-^^=^'H-f et a+^i=lOi:_i, 

et ce nombre sera nécessairement un des deux consécutif, entre 
lesquels se trouvera la vraie valeur de ^, de sorte qu'il pourra être 
pris en toute sûreté pour la valeur approchée A (n* nn). Ainsi on 
pourra continuer l'approximation aussi loin qu'on voudra, sans le 
moindre tâtonnement. 

82. Puisque a=zt^f^f ^ etc. , en substituant les valeurs de / , /', 
t",etc., (n° 81) on aura 



r-(r±7-p7-*-rt7. ■*•'") 



la 
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Or, soît 

jc- _ Ax»-» + Bo-^* — etc., = o, 

Téquation proposée ; qu'on Ëisse le premier membre de cette équation 
égal à X , il est facile de voir, par la théorie des équations, que la quan- 

tite ^jj deviendra, en y mettant 5> à la place de a: , après la ^éren- 
tiation , 

r-* f--' i-^' 

à cause que x^^'y ^', etc. , sont les différentes racines de l'équation 

dX n ' 

X = o. Donc on aura £i = rb - ,^^, ^ et par conséquent la quantité 

a •!-. ^^ ~ V ^ deviendra 

dX ir' 



ç'*Xd* c' 
Donc , si l'on fait 

^ ~ ç'^ — Aç— V + B ç— * c'* — etc. ' 

la quantité dont il s'agit sera ^= — -, , par conséquent les limites dont 

nous avons parlé dans le numéro précédent seront 

rfcR— «•' . ±R— k' , 

Ainsi on pourra trouver ces limites indépendamment de l'équation 
transformée en t, et par le seul moyen de l'équation proposée en a:, ce 
qui pourra servir à abréger le calcul . 

85. Il reste maintenant à voir comment on pourra reconnaître si la 
racine t est renfermée entre les limites dont il s'agit; or, cela estTacile 
dès qu'on connaît les deux nombres entiers consécutifs , 6 + f , entre 
lesquels se trouve cette racine; car, soient X + ^ et X ^- ^ les deux li- 
mites données ; il est clair que , pour que t se trouve entre ces deux li* 
mites ^ il faudra que A tombe entre les mêmes nombres 0> 6 -^ i , 
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et même plus près de celui de ces deux nombres dont t approchera 
davantage. On examinera donc , i"* si X . tombe entre â et d -f* i > 
2^ cela étant , on prendra celui de ces deux nombres dont A approche 
davantage pour la valeur approchée de £y que nous nommerons A:, et 

Élisant i=: k^ , on verra si Féquation transformée en TV a une racine 

positive ou négative plus grande que 2; si cette seconde condition a lieu, 
on sera assuré que la racine t tombera réellement entre les limites 
A + ^ et A — ^ j et on pourra poursuivre le calcul , comme nous l'a- 
vons dit dans le n^ 81 . 

84. Onpourrai t s'y prendre encore de la manière suivante , pour s*assu- 
rer si la racine/ tombe entre les limites A + j et A — j. 11 est facile de 
voir par le n"* 81 que la difficulté se réduit à savoir si la somme des 

quantités — : , , etc., divisée par f'', est moindre que îJ 

ainsi il ne s'agira que de trouver une quantité qui soit plus grande que 

cette somme, et de voir ensuite si cette quantité est moindre que — . 

Or , soient x > x", x", etc« , les racines réelles de l'ëqualion proposée , 
que nous supposerons au nombre de /«^ et 

r+4V- I, r-4'l/- i,elc., 
les racines imaginaires que nous supposerons au nombre de 2v , en sorte 
que^6 ^ 2y =2 ti; comme la fraction ^r diflere de la racine a: d'une 

quantité moindre que -7^ (n° 7^)» il est clair que si A est une quantité 

égale ou moindre que la plus petite des différences entre les racines 
réelles de la même équation, chacune des quantités réelles ■ ^ 

, etc. sera nécessairement moindre que ' , et par consé- 

quent la somme de ces quantités , qui sont au nombre de /e4 — - i , sera 
moindre que - ^ >— . 
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Considérons ensuite les quantités imaginaires , lesquelles seront deux 
à deux de la forme 



de sorte qu'on aura p quantité de la forme ^ ; or, je re- 

marque que ^ quels que soient les nombres 4-9^9 '^ > ^ quantité 
;: ^ï sera toujours moindre que -r ; en effet si Ton consi-* 

(}-i)+^ ... 

dère la quantité ^ V^ i^ 9 et qu'on fasse , ce qui est toujours permis , 
^ =s 4 ^^S ^ J ®^^^ deviendra 

2sin <p CO8 ^ _^^ sin 2^ 

or la plus grande valeur de sin 2^ est l'unité ; donc , etc. 

Donc , si on dénote par FI une quantité égale ou moindre que la 

plus petite des quantités •vp, 4/', etc^ la quantité =- sera nécessairement 

plus grande que la somme des quantités imaginaires dont nous parlons. 



Donc , en général , la quantité — -+- -^ sera plus grande que la 



somme de toutes les quantités 



e* 



etc- 



ê ' ê * 

4 — 0/ ^— «• 



Donc I si l'on a 






A et n étant prises positivement y on sera sûr que la racine t tombera 
entre les limites proposées. 
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Or , pour avoir les nombres A et n , lorsqu'on ne connaît pas d'a- 
vance les racines de l'équation proposée , il n'y aura qu'à chercher dans 
l'équation desdifirérences(D)du n** S^la limite /des racines positives, et 
la limite — - h des racines négatives ^ et on pourra prendre pour A un nom- 
bre quelconque = ou <| --^j , et pour II un nombre quelconque = ou 

•TTT ; cela suit évidemment de ce que nous avons démontré dans l'eu- 
droit cité. 

85, Si l'on avait ^~ "^ ^ ^ • > alors la condition requise aurait 

Heu dès le commencement de la série ; de sorte qu'on pourrait appro- 
cher de la valeur de x sans aucun tâtonnement ; voici le procédé du 
calcul* 

Ayant trouvé la première valeur entière approchée de x^ qu'on 
pourra prendre ou plus petite ou plus grande que x à volonté , 
et nommant cette valeur p , on aura les deux premières fractions 



o» r 



On fera donc, i°. ^ = i , -tt' = o, p =3 ;?, /= i , et substituant 
ces valeurs dans l'expression de R (n® 82) , on prendra le nombre entier 

qui approchera le plus de — — / ^ , c'est-à-dire de — R , lequel étant 

nommé k , on aura la fraction rr-^ — ^ ^^ ""^T — * 

2^. On fera 7r=:pj ^=1, /»=A/?+ï, /:=A, et substituant 
dans R, on prendra le nombre entier qui approchera le plus de... 

— T — , c'est-à-dire — r— , et ce nombre étant nommé A/, on aura la 

fraction ^l±:!:=i2P+iI±£ 
iracuon ^,^,^ ^, FF+T ' 

3*. On fera TT = *;? + I , ^ = A', /» = A^(A:;; + i) + p, 
^' s=: Ar'A: + I , et on prendra la valeur entière la plus approchée 

•— R — «■' — R — y 

de n ou ^^> , ^ , laquelle étant nommée A:", on aura la frac- 
tion ^,> , y = etc. , et ainsi de suite. 

De cette manière, la valeur de x sera exprimée par la fractkm 
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continue 



P-^kh 



k'+i 



h' + etc. , 
ou par les fractions convergentes 

I p ip+i e{hp + i)+p 



o' i' 



k' ' it'ifr-t-i ' ®^^' 



86. Sx Ton n'a pas d'abord ^—i + j^ <î, il n'y aura qu'à cher- 
cher la fraction continue par la métliode ordinaire, jusqu'à ce que 
l'on arrive à une fraction dont le dénominateur f' soit tel que Ton 

ait jt^_^ { + pïjj < ï> ou bien jusqu'à ce que l'on parvienne à une 
transformée qui soit dans le cas du n* 83. 

Au reste, comme en augmentant toutes les racines d'une équa- 
tion dans une raisou quelconque, on augmente aussi dans la même 
raison les diSerences entre ces racines , il est clair que si , dans 

l'équation proposée , on met -^ k là place de a: , ce qui en augmen- 
tera les racines en raison de i : /*, les nombres A et II qui con- 
viendront à la nouvelle équation , en seront augmentés dans la même 
raison, et par conséquent deviendront fH et jTll'y donc on pourra 
feire en sorte que la condition du n' 85 soit vérifiée , en donnant 
à y une valeur telle que 

Alors on pourra toujours se servir de la métliode du numéro cité , 
pour, approcher sans tâtonnement de la valeur cherchée de a: ; il fau- 
dra seulement diviser ensuite cette valeur par y, pour avoir la véri- 
table racine de l'équation proposée : il est vrai que , de cette manière, 
on n'aura plu6 cette racine exprimée par une simple fraction conti- 
nue; mais on pourra néanmoins en approcher aussi près qu'on vou- 
dra ; ce qui suffit pour l'usage ordinaire. 

» , . ■ 

87. Soil l'équation proposée 
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j:" — A = o; 

en sorte que l'on demande la racine tï""' du nombre A. 

Soit, 1*. n pair, et = 2/71, Féquation aura, comme Ton sait, deux 

• • 

racines réelles + |/A et ^* |/A , et ti — • a racines imaginaires 

qui s'exprimeront ainsi 

êc •_ » êe y \ /y 



^ cos — ± sin — |/— 1) v/A, 



c étant la circonférence ou Pangle de 360**, et s étant successive- 
ment = 1,2,3, elc. jusqu'à m — i ; donc on aura dans ce cas 

(n* 84 ) /A = 3 , y s= 171 — I , et on pourra prendre A = 2 |/A , 

n=sin-x v^A, à cause que sin- est le plus petit de tous les 

sin -^ : donc la condition du n^ 85 aura lieu si 



I , m— 1 ^ I 
+ 1— =s ou ^ 



c " ' • ' 

2t/A— I sin-X V'A 



donc elle aura lieu sûrement toutes les fois que l'on aura 



ou 



> ( . 36o*>V 



Soit, 2*. 71 impair et =2i7i-|*f, l'équation n'aura qu'une seule 
racine réelle \/A , et elle aura 2771 imaginaires de la forme 



( cos J ± sin *^ /— i) </A, 



en faisant successivement ^=1,2, etc. , jusqu'à tti ^ donc on aura 
dans ce cas , ff = i , y s= tti, et comme le plus petit des sin *- est, 



se 
n 
i8o« , _ . i8o« 



à cause de 7i z= 2 m ^ i^ sin , on pourra prendre llssssin — 

X |/ A ; de sorte que la condition du numéro cité aura lieu ici , si 



i8o» 
n 


X 


n 


/^" 


— 1 


l\' 


i flin 


i8o* 


: V 
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m 

180^ ** 

«in — - X ï/A = OU < Y, c'est-à-dire, si l'on a A = ou . • . . 

Donc , lorsque le nombre A ne sera pas au-dessous des 

limites que nous venons de trouver, on pourra toujours , en faisant 
usage de la méthode du n"* 85 , trouver directement et sans tâtonnement 
la racine /i^*^ de ce nombre; et s'il est plus petit que ces limites, on 
pourra toujours le rendre plus grand en le multipliant par un nombre 
quelconque qui soit une puissance exacte du même exposant n; en sorte 
qu'après avoir trouvé la racine de ce nombre composé, il n'y aura 
plus qu'à la diviser par celle de son multiplicateur pour avoir la racine 
cherchée de A. 
Quant à la valeur de R (n* 85 ), elle sera pour l'équation x" — A = o , 

R = ^ 



,»— » 



e — Aç- 

88. Puisque le cas de /i = 2 peut se résoudre par la méthode de 

Fart.* II ci-dessus , nous en ferons abstraction ici ; soit donc 

. 36o* , 

!•. n=i ^yOn aura sin — j- = i ; donc A == ou >" 4^* 

2*. 71 =s 6, on aura sm -^ =^"%" î ^^^^ A = ou > 5'. 4 • 

360* 1/2 
5**. /ï = 8, onaura sin— ç- = -~-; donc A =5 ou > 2^ . 4'- 

Et ainsi de suite. 

De même , si l'on fait 

-. . 36o* 1/3 , A i' 

I*. » = 5, onaura sm -^ = ^ ; donc A c= ou > j^: 

2®. usa 5, on aura sin -^ ; et disant le calcul par les logarithmes , 
on trouvera A =5 ou >* i3i5 , et ainsi de suite. 

89. Supposons , par exemple , qu'on demande la racine cubique 

/s 
de 17; puisque 17 est > ^~ , à cause de 3|/3 >4> on pourra 

employer d'jabord la méthode du n"* 85. On aura donc ici, à cause 

de /» === 3 et A = 17 (n? 87) , R = ,_ i^ . Or, le nombre en- 
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lier le plus proche de ^\^ est :i ou 3; de sorte qu'on pourra faire 
à volonté pzs^i ou ;9 c= 3* 

Faisons ^ = 2, et les premières fractions seront ^,7; donc, 

1°. :t = i, 7/ = o, f=:2y p'=5 I , donc R = g-£-^ = — I; et 

— R -— OT^ 

le nombre entier qui approche le plus de p =j serai; donc 

A:' = I , ce qui donne la fraction ^7"' = f . 

2**. ST = 2 , ^' = I , p = 3 , / =: I , donc , R = ^ et 
; — = -7^ j le nombre entier qui approche le plus de ^ étant 2 , 

on fera X/ =3, ce qui donnera la fraction -p ^fJ'Z = |. 
3'. '7C=:2y -7f'= I, f = 8y / = 3j donc 

l>«^ ^-8* 19£ pt- — R— ^ »4, . 

*^ — 8' — 17.3' — S3 9 ^^ ^ — 159 ? 

le nombre entier qui approchera le plus de cette fraction sera — 2 ; 
donc A:'' = — 2 , et la fraction r/,^^ sera "^ g , etc. 

De cette manière^ on aura les fractions convergentes vers 1/17^ 

ô ' 1 ' T ' 3» — 5 ' ^^^' ' 

et la fraction continue sera 

, I 
2 + 



I + J 

2+1 

— 2 + etc. 



i3 
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NOTES 
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THÉORIE DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES 



NOTE PREMIÈRE. 

Sur la démonstration du Théorème I. 

Xjes deux théorèmes du chapitre 1** sont la base de toute la 
théorie des équations, et dcnyent être démontrés d'une manière 
rigoureuse, et sans rien emprunter de cette même théorie. La dé* 
monstration que j'ai donnée du premier théorème (n* i), est tirée 
de la oonsîdératioii dea fibcteurs de Féquation, et pourrait laisser des 
doutes relativement aux facteurs imaginaires. Il est yrai qu'en sup- 
posant connu le théorème sur la forme des racines imaginaires, on 
est sûr que le produit de deux &cteurs imaginaires correspondans , 
est toujours une quantité essentiellement positire, quelque valeur 
qif on donne & x ; d'où il suit que la différence des signes dans les 
résultats des substitutions de /^ et 9 à la place de or , ne peut venir 
que des racines réelles. Mais on doit observer que la démonstration 
rigoureuse de ce théorème dépend elle-même du théorème qu'il s'agit 
de démontrer ; de sorte qu'on ne peut l'employer dans la démonstra- 
tion de celui-ci. Pour éviter toute difficulté , j'ai cherché à démon- 
trer ce théorème par la nature même de l'équation, indépendam- 
ment d'aucune de ses propriétés. 

Représentons en général l'équation proposée par P — Qsso, 

P étant la somme de tous les termes qui ont le signe phis, et 

^•Q, la somme de tous ceux qui ont le signe moins. Supposons 

d'abord qae les deux n<mibres p et q soient positifi ^ et que 7 soit 
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plus grand que Pi^y en fidsant a:s=^, on a P-— Q<o, et en 
fidsant xsssif on a P-— Q>'0^ il est clair que dans le premier 
cas P sera •<Q, et que dans le second, P sera ^ Q. Or, par la 
forme des quantités P et Q, qui ne contiennent que des termes 
positif et des puissances entières et positives, il est évident que 
ces quantités augmentent nécessairement à mesure que x aug- 
mente , et qu'en faisant augmenter a: par tous les degrés insen-^ 
sibles, depuis p jusqu'à ^, elles augmenteront aussi par des degrés 
insensibles, mais de manière que P augmentera plus que Q, puisque 
déplus petite qu'elle était, elle devient la plus grande. Donc il y aura 
nécessairement un terme entre les deux valeurs de ;? et ^ , où P égalera 
Q, comme deux mobiles qu'on suppose parcourir une même ligne 
dans le même sens, et qui, partant k la fois de deux points 
différens, arrivent en même temps à deux autres points, mais de 
manière que celui qui était d'abord en arrière se trouve ensuite 
plus avancé que l'autre, doivent nécessairement se rencontrer dans 
leur chemin. Cette valeur de or, qui rendra P égal à Q , sera 
donc une des racines de l'équation , et tombera entre les valeurs 
p et éf. De même, ri, en faisant x r^s ^ , on avait Ië^-^Q^o, et 
en faisant xz=zq on avait P — Q*<o, on aurait dans le premier 
cas Q<CP, et dans le second Q>>P; et en Êdsant augmenter x 
depuis p jusqu'à ^, la quantité Q augmentera plus que la quan- 
tité P, et l'égalera dans un point entre p et q. 

Si les deux nombres p et q étaient négatiÊ, ou un des deux 
seulement, alors prenant un nombre positif r, tel que r^p el 
r-^q soient des nombres positifs, il n'y aurait qu'à transformer 
l'équation par la substitution de ^ -— r à la place de J? ; on aurait 
ainsi une transformée en j , dans laquelle les substitutions de r -^^ 
et de r^ q k la place de l'inconnue jr , donneraient par l'hypo- 
thèse des résultats de signes contraires, puisque ces résultats sont 
les mêmes que ceux qui viendraient des substitutions de p et de ^ 
à la place de x dans la proposée. Or, les nombres r^p et r-)* ^ 
étant supposés positifs , on pourra reprendre le raisonnement précé- 
dent , et l'on prouvera que l'équation en y aura nécessairement une 
racine comprise entre les nombres r-i^p et r -f« 7 ; par conséquent , 
à cause de x^zjr-^ry l'équation en x aura 'aussi une racine 
entre p et q, 

i3. . 
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NOTE II. 



Sur la démonstration du Théorème II. 

La démonstration de ce théorème (n** 5) suppose ces deux pro- 
positions, que toute équation peut se décomposer en autant de 
facteurs simples réels qu'eUe a de racines réelles, et que le facteur 
restant, si le nombre de ces racines est moindre que l'exposant 
du degré de l'équation , est tel qu'il ne peut jamais devenir né- 
gatif, quelque valeur qu'on donne à l'inconnue. La première pro- 
position a été long - temps admise par les analystes , comme un 
résultat de la formation des équations; et étAlemberi est, je crois, 
le premier qui ait fait sentir la nécessité de la démontrer rigou- 
reusement. A l'égard de la seconde, on pourrait la regarder 
comme une conséquence de la première ; mais pour ne rien laisser 
à désirer sur la rigueur, il est bon de la démontrer aussi en par- 
ticulier. 

Représentons en général par {p[f^ • . . ) un polynôme quelconque 
en X du degré /7i, tel que 

or"* — Ao::"-"' + Bof""» — Gr"-' -f- etc. =fc Vj 

si l'on change a: en a, il deviendra («•"•..), et il est facile de 
voir que la différence (a:"...) — (a",..) de ces deux polynômes 
semblables, sera divisible par JC— ûtj car chaque terme du poly- 
nôme (or"...), comme Na:", donnera dans la différence les 
termes N(af — a"); or on a en général, tant que n est un nombre 
entier positif, 

jc" — û" s= (jc — a) (x""* + aa:"~* + a^af^^ -f- etc. + a""*) j 

donc y réunissant tous les quotiens, et les ordonnant suivant le 
puissances de a: , on aura 

(of*.. •)— (a*. .•) = (jc — a)(a:"""*...), 
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(xf^\».) ëtant tin polynôme en x du degré inférieur m«- 1. Ainsi 
on aura, quelle que soit la quantité a y 



(a-...) = (a:— a) (a--'...) -f- (^i".--)- 

De la même manière, en prenant une autre quantité quelconque b , 
on pourra réduire le polynôme ( af*^* . . . ) à cette forme 



( j:»— » • . . ) étant im autre polynôme du degré inférieur iw — 2 , et 
ainsi de suite. 

Maintenant je remarque que si l'on a l'équation Çx". . •) =0, et 
que a soit une des racines de cette équation , c'est-à-dire une valeur 
de X qui y satisfasse, on aura aussi (if^. . .) = o • donc le polynôme 
(x^ .. .) sera alors réductible à la forme 

(x — a) (a:*"'.« .), 

et par conséquent divisible exactement par a: — a. 

Si, outre la quantité a, il y a une autre quantité b qui satis- 
fasse à la même équation (af*«..)=o., il faudra que cette quan- 
tité, étant prise pour jp, fasse évanouir l'autre facteur («îc"'"'.. .), 
et soit par conséquent telle que l'on ait (ô""*. . .)= o. Donc le po- 
lynôme (a:"""'. . .) sera réductible à la forme (x — b) (r"""'. . .)j et 
par conséquent on aura 



(or. ..)=:{x — a) (x— i) (x^\ . .); 

de sorte que le premier polynôme (x". . .) sera exactement divisible 
par ^ — * a et par j: — i , et ainsi de suite. 

Si donc l'équation (ar". . •)=o n'a qu^ln nombre n moindre que m 
de racines réelles a^ by Cj etc., on aura d'abord 



(or. . .) = (x — fl) (x^b){x—c).... (o-r-. . .), 

et le polynôme ( xT^* . . . ) ne sera plus résoluble en acteurs 
simples réels. Donc, quelque valeur qu'on donne à ^, ce poly-* 
nome ne pourra jamais avoir une valeur négative^ car s'il y avait 
une valeur de x qui pût le rendre négatif, comme d'un autre 
côté on peut toujours prendre x assez grand pour que le premier 
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terme surpasse la somme de toi 



ileurs qui, 4taut substituées pour x^ donneraient 
des résultats de signe différent, et que par conséquent, par le 
théorème I, il y aurait une valeur intermédiaire h qui pourrait 
rendre ( jC*~* . . .} s? o , et qui serait ainsi une racine réelle de cette 
équation ; dono on aurait alors 



et le polynôme {pcf^. . . ) aurait encore le facteur réel a: -— A , ce qui est 
contre l'hypothèse. Ce polynôme Çaf*"*) sera donc nécessairement d'un 
degré pair, et son dernier terme sera toujours positif (n^ 5); et le po- 
lynôme (iT* • . • ) aura par conséquent son dernier terme positif ou né* 
gatif, suivant que le nombre des racines positives a^ b , etc., sera pair 
ou impair. 

Non-seulement le polynôme (Jc""") aura toujours une valeur positive 
lorsque l'équation (j:"""" • . .) = o n'a aucune racine réelle, mais en- 
core quand elle aura des racines réelles doubles ou quadruples , et en 
général multiples , suivant un nombre pair ; car alors le polynôme aura 
des fadeurs de la forme (x — g^)^, ar étant un nombre pair j et il est 
visible que cette quantité est toujours positive , quelque valeur réelle 
qu'on donne à x. D'où il suit que le théorème II a encore lieu pour 
les racines égales , triples , quintuples , etc. Mais comme on a des mé- 
thodes particulières pour les racines égales, il suffit de considérer les 
racines inégales, et d'avoir une méthode pour les trouver. 

Au reste , l'esprit du calcul algébrique , qui est indépendant des va- 
leurs particulières qu'on peut donner aux quantités , fait qu'on peut 
regarder tout polynôme (ar^« . •) comme formé du produit d'autant de 
facteurs simples a? — a,x — A,ar — c, etc. , qu'il y a d'unités dans 
l'exposant 771 du degré de ce polynôme, quelles que puissent être d'ail- 
leurs les quantités a, by c^ etc., ce qui donne cette équation identique 

ar- — Ajc"-* 4- Rr"-^ — etc. , dzY=:{x — à) (x—b) (x— c)... 

laquelle doit toujours avoir lien indépendamment de la valeur de x. 

C'est uniquement dans cette transformation des polynômes que con* 
siste la théorie des équations. On a trouvé différentes relations entre les 
quantités a, &, c, etc., des facteurs, et les coefficiens A , B, C, etc. , 
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du polynôme, et ce sont ces relations qui constitaent les propriétés gé* 
nérales des équations, (f^of es la Note X.) 

Les facteurs qu'on suppose aux polynômes qui ne peuvent jamais 
acquérir une valeur négative y sont appelés imaginaires , et les quantités 
û^byCj etc. y de œs facteurs sont les iMises imaginaires des équatîstt 
formées en égalant ces polynômes à xéro j d'où Von voit que le nombre 
de ces racines est toujours nécessairement pair , et que leur produit y 
qui se trouve égal au dernier terme du polynôme, est toujours positif. 



NOTE III. 

5cir t équation que donnent les différences entre les racines 
dune équation donnée ^ prises deux à deux. 

JLa recherche de cette équation, qui est l'objet du problème du n° 8 , 
deviendrait très pénible si l'on y employait la voie de l'élimination qui 
se présente naturellement; mais pour les formules que j'y donne , elle 
n'a d'autre difficulté que la longueur du calcul. Tout se réduit à cal- 
culer un certain nombre de termes de trois séries , dont la loi est assez 
simple. 

I. La première série , celle des quantités A^, A«, A3, etc., n'est 
autre chose que la série connue pour avoir les sommes des puissances 
des racines par les coefficiens de l'équation donnée , et l'on en verra la 
démonstration dans la note YI. La troisième série ^ celle des quantités 
a y by Cy etc., qui forment les coefficiens de l'équation cherchée, est 
l'inverse de la précédente ; elle donne ces coefficiens par le moyen 
des sommes des puissances des racines qu'on a par la seconde série 
a^y a^y O), etc. Je n'avais trouvé que par induction la loi des termes 
de celle-ci ; mais on peut la démontrer d'une manière générale. 

Pour cela, il n'y a qu'à considérer la quantité 

(ar— (*)'+(a: — i3)' + (x— j.y-hetc. , 

qui étant développée suivant les puissances de x , devient 



Gomme ces deux expressions sont identiques , on y peut faire x 
tout ce qu'on voudra. Qu'on suppose donc successivement a? = et, 
j3, y y etc., et qu'on ajoute ensemble les résultats de ces substitu- 
tions, on aura 
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(« — j8 )'+(* — >,)'+ etc. H-(i3 — *)'+(/3 — >)' etc. 

+ (j, — «y -h (y — /3)'-f- etc. 

= w» A,— *A.A,_. + *SL=J) A.A.^. 

- '-^^=^=^ A,A.^ + etc. , 

ce qui est évident , puisque , par la notation qu'on a employée , on a, en 
général , A, = a' -f- jS' + >' + elc. 

Lorsque s est un nombre impair, il est facile de voir que le premier 
membre de cette équation devient nul par la destruction mutuelle de tous 
les termes ; et le second membre devient nul aussi de lui-même, en remar- 
quant que Ton doit avoir A» = et" + i^* + >* + etc. = m, nombre des 
racines. 

Mais lorsque s est un nombre quelconque pair ss a/JL^ le premier 
membre devient égal à 2a^y suivant la notation des termes de la seconde 
série ; ainsi on aura 

2a^ =s toAjj^ — a^A, Aj,^„„, H A,Aa,j^a 

- ^(^-0(^-^) A, A^3 + etc. 

Comme les termes de cette série se trouvent les mêmes de part et 
d'autre du terme du milieu, qui contient A ^ A^ , en réunissant les ter- 
mes égaux , et divisant par a, on aura la formule générale de la valeur de 
a^ que j'ai donnée dans l'endroit dté. 

2. On pourrait, delà même manière, trouver des formules pour les 
sommes des racines prises deux à deux. Car en considérant la quantité 

C« 4- «y + (^ 4- iS)* + (ar + y)' etc., 
on aura par le développement cette expression identique 

ma- + fA.x-+ i^i^A.a:'^M- '^'~'^^j*~°^A ,a:^» + etc. 

i4 
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Donc, faisant successivement orssci, /3, 'y, etc., et ajoutant en- 
semble les résultats, on aura 

2' ( a' + /3' -f- >' -f- etc.) 
-f- 2 (a -f- /S)' 4- 2 (a +^)' H- 2(/3 + y)' + etc. 

= mA; -f- 5A.A,_. -f- î^î^ A.A._. 

«|m «-■ ■ A5Af^3 "7* etc. 

Donc, si l'on dénote en général par a, la somme des puissances 
/'*" des racines ajoutées deux à deux , on aura , à cause de . . • . 
a'-4-/8'-f*-y-+-etc. ssA, cette expression de a^i,, 

2a, = (m — 2') A, 4- ^A,A^, + sJa^^Xl A,A,.. 

• 2.3 * '^ ' 

Comme s est supposé un nombre entier, il est clair que les 
termes également éloignés des deux extrêmes seront égaux : or le 
dernier terme sera A«Ao, mais Ao^^^m; donc réunissant le dernier 
au premier, l'avant-demier au second, et ainsi de suite, et divi- 
sant par 2j on aura, lorsipxè s^st un nombre impair, 

41, sts (m — 2f-' ) A, + *A.A,^, H- tSiZLÛ A.A,-. + etc. 

H = ^ /8—l\ ^'—' ^'±î> 

I . a . 3 f J * • 

leffc loirM|ue i èM tui nombre pair, 

fl, = (iTi — a'-«) A; 4- ^A.A,^. + tS^—l A^A,.. + etc. 

4 3 • ù • • • • ^' 

2 

Si Von détermine fnr cette forijiule les teràies de )a 'série ^i^ , 
^â 9 ^ > etc.', et qu'on emploie ces valeurs dans les expressions des 
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quantités «, i, c, etc. de la troisième série ^ on aura les coef- 
liciens de l'équation , dont les racines seront les n sommes • • . • 
a + j8, a + y, i8+5^, etc. des racines de l'équation donnée , 
prises deux à deux. Cette équation peut être utile dans plusieurs 
occasions. 

3. Je dois, au reste, observer ici que PFaring avait déjà remarqué 
dans ses Miscellanea analjrtica, imprimés en 176a, l'usage de l'équa- 
tion dont les racines seraient 



ce — /3' A — y^ fi — y' 



etc.. 



pour trouver les limites des racines réelles de l'équation dont 
les racines sont a , /3 , y , etc. Mais je ne connaissais pas cet ou- 
vrage lorsque je composai mon premier Mémoire sur la résolution 
des équations numériques ; d'ailleurs cette remarque n'étant présen- 
tée dans l'ouvrage de Waring que d'une manière isolée , serait peut- 
être restée long-temps stérile, sans les recherches dont elle était ac- 
compagnée dans ce Mémoire. 

Je dois ajouter que le même auteur a aussi remarqué avant moi 
les caractères qu'on peut tirer des signes de l'équation dont les ra- 
cines sont les carrés des différences entre les racines d'une équation 
donnée, pour juger des racines imaginaires de cette équation. Il avait 
dit simplement , dans l'ouvrage cité, que si cette équation des dif- 
férences n'a que des signes alternatifs , l'équation primitive a néces- 
sairement toutes ses racines réelles; autrement elle en a d'imaginaires j 
mais il a donné ensuite, sans démonstration, dans les Transactions 
philosophiques de l'année 1763, les conditions . qui résultent des équa- 
tions des différences du quatrième et du cinquième degré ^ pour que 
les équations de ces degrés aient ou toutes leurs racines réelles , ou 
deux ou quatre racines imaginaires ; ce que personne n'avait encore 
fiiit pour le cinquième degré. 

Dans le second Mémoire , je m'étais contenté de donner Tes équa- 
tions des différences pour le second, le troisième et le quatrième 
degré ; la longueur du calcul m'avait empêché de donner edUe du 
cinquième degré ; mais comme elle peut être utile dans quelques oc- 
casions , je vais la rapporter ici , d'après TFaring. 

14^ 
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4. Soit donc l'équation du cinquième degré 

X* + Bar» — . Car* -H Da; — E = o , 
l'équation des différences sera 

p>» — av» -f. bv* — cv' -\- dv* — ec' -\-fv^ — g-t»* + Af • — iV -f- A =0 , 
dans laquelle 

a = — loB , 

b = 59B' + loD, 

c = — 80B» — 5oBD — 35C% 

d = g5h* H- 1 34B'D — gSD' -f- gaBC* -|- i aooŒ , 

e = — 66B« ■+- 36oBD* — iSgB'D — i i8BH:« — 26oC*D — 6a5E« 

— 400BCE, 

/ = — 35B» + 4oD» — 5ZC* + 52B»C* — SaaB'iy + ig^WD 
-h 7o8BC'D 4. 24oB*CE + 1 750BE' — gSoCDE , 

^ = — 4B' — io6B»D -i- 80BD» H- 3o8B»D* + loaBC* + 7B*C« 

— 57oC'D' — ôiaB'C'D — 7ooC'E -f- 375oDE* — aSooB'E' 

— 8oB»CE + aiSoBCDE, 

h = 4oorH — SeoBT)* — i5B<D* -H a4B«D — 8B»C* — 45B«C< 

— a7oC*D+i4oB'C*D-|-96oBC*D*4-i875C*E'4- ioooCI>E 

— 5oooBDE'+ 1 75oB»E'+4oB«CE+6ooBC'E— i65oB*CDE, 

» = — 36B»D' -J- aa4B'D» — SaoBD* — /[WC*^ — 370» + 40OD' 

— 434B«C*D» + 24B*C'D 4. i98BC*D — SoooD'E* + 45oC»DE 
-f- 6a5oCE' — 675B+E* + 375oB*DE* — 3oooBC*E' — 6oB*C»E 

— aooBCD'E -f- 33oB'CDE , 

k = 3ia5E* — 3750BŒ» + (aoooBD* + aaSoC'D — gooB'D 
+ 835B*C«H- io8B»)E* — (1600CD' — 56oB'CD'— leB'O 
4- 63oBC'D 4- 7aB<CD — io8C»)E 4- a56D» — i38B»D« 
4- i44BC'D» 4- i6B*D' 4- ayC+D» — 4B»C»D». 

La réalité de toutes les racines de l'équation du cinquième degré 
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exige donc que la valeur de chacune des quantités a y b, c^ etc. 
soit positive; ce qui donne , comme l'on voit, dix conditions : mais 
il est possible que quelques-unes de ces conditions se trouvent ren- 
fermées dans le système des autres ; ce qui en diminuerait le nombre , 
comme nous l'avons vu pour le quatrième degré. Si toutes ces con- 
ditions n'ont pas lieu à la fois , alors l'équation aura nécessairement 
deux ou quatre racines imaginaires, suivant que la quantité A: aura 
une valeur négative ou positive. Mais si cette quantité était nulle, 
l'équation aurait deux racines égales; elle en aurait trois égales, si 
la quantité i était nulle en même temps, et ainsi du reste. 




t— « ^ 
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NOTE IV. 



Sur la manière de trouver une limite plus petite que la 
plus petite différence entre les racines dune équation 
donnée. 



JLiAdéterminatioa de cette limite est nécessaire pour pouvoir former une 
suite de nombres dont la substitution successive fasse connaître d'une 
manière certaine toutes les racines réelles de Téquation proposée (n°6). 
Le moyen le plus direct d'y parvenir, est de calculer, comme nous l'a- 
vons proposé, l'équation même dont les racines seraient les différences 
entre celles de l'équation donnée , et de déterminer ensuite, par les mé- 
thodes connues, la limite de la plus petite racine de cette équation. 
Mais pour peu que le degré de l'équation proposée soit élevé , celui de 
l'équation des différences monte si haut, qu'on est effrayé de la longueur 
du calcul nécessaire pour trouver la valeur de tous les termes de cette 

équation, puisque le degré de la proposée étant m, on a ^ • roed^- 

ciens à calculer, et que, pour employer les séries du n^ 8 , il faudrait <tii 
tout calculer 2m (m — i ) termes. 

Comme cet inconvénient pourrait rendre la méthode générale près- 
que^ impraticable dans les degrés un peu élevés , je me suis long-temps 
occupé des moyens de l'affranchir de la recherche de l'équation des dif- 
férences , et j'ai reconnu , en effet , que sans calculer en entier cette 
équation, on pouvait néanmoins trouver une limite moindre que la 
plus petite de ses racines; ce qui est le but principal du calcul de cette 
même équation. 

I . En effet , soit l'équation proposée en x 



af^ — Ajc— * 4-Ba:"-^ — O--' + etc. = o, 
que je représenterai , pour plus de simplicité, par X = o; qu'on en dé- 
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duise cette équation en u du degré m-— i ( n^ 8) 

Y + Ztt +Vtt» -h etc., 4- ï^""* = 0^ 
dans laquelle 
Y = ma--* — ( m — 1 ) Aar-^ -h (w — 2 ) B«— » — etc. , 

V = i=Oïnil> -ri) ^-3 _ etc., 

savoir , Y = X', Z = — , V = ^, etc. , 

X', X'', X'^, étant les fonctions dérivées de X , ou les coefiiciens dîffé - 

^. , dK d'X ^X ' 
renuds^, ^, ^,etc. 

On a vu dans le problème du n* 8, que si Ton substitue dans cette 
équation en u, à la place de x^ une quelconque des racines de l'équa* 
tion a: = o , elle aura alors pour racines les différences entre cette racine 
et toutes les autres racines de la même équation. Donc si l'on y substitue 
successivement les m racines de l'équation X == o, on aura m équations 
en u y dont les racines seront toutes les différences possibles entre les ra- 
cines de l'équation proposée ; par conséquent , il ne s'agira que de trou- 
ver une (Quantité plus petite que la plus petite racine de cbacune de ces 
m équations. 

Donc, si l'on fiât u ss - , ce <]ui changera l'équation en ii en celle-cî, 

Y -*- 7 + ^ + etc. + ^=o, 
ou bien en multipliant par ^"'' , et divisant par Y , 

»*""' + Y ^"^ + y î*"' + etc. -1-^ = 0, 

tout se réduira à trouver une limite plus grande que la plus grande des 
racines de cette dernière équation ^ en supposant qu'on y substitue suc- 
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cessivementpour x chacuDe des m racines de Féquation proposée; car 
cette limite étant trouvée , si on la nomme L , il est visible que r- sera 
la limite cherchée plus petite que chacune des m racines. 

3®. Or, on sait (n^ 13) que le plus grand coefficient des termes néga- 
tifs d'une équation, pris positivement et augmenté d'une unité, est plus 
grand que la plus grande de ses racines positives. Ainsi , pour avoir la 
limite L , il n'y aurait qu'à trouver la plus grande valeur négative qui 
pourrait résulter de la substitution des racines de l'équation X = , à 

la place de x dans les coefficiens y ' y ' ^^^* ^^ l'équation en i, ou une 

quantité plus grande que cette valeur. 

Si ces coefficiens ne contenaient que d€S puissances de x sans déno- 
minateur, on pourrait résoudre la question en substituant à la place de 
X dans les termes positif, une limite plus petite que la plus petite des 
valeurs positives de x, et dans les termes négatifs , une limite plus 
grande que la plus grande de ces valeurs ; car il est visible qu'on aurait, 
par ce moyen, des quantités négatives plus grandes que les valeurs né- 
gatives que chaque coefficient pourrait recevoir par la substitution de 
chacune des racines positives de la proposée en or; et pour avoir égard 
aux racines négatives de la même équation , il n'y aurait qu'à changer 
dans les expressions des mêmes coefficiens xj en — jî, ^l snn-rih^i»»' 
ensuite dans les termes positi& une valeur de œ plus petite <( - ia <*'• 
petite racine négative de cette équation, prise positivement,^ 
les termes négatifs une valeur de x plus grande que la plus grande de 

ces racines. 

La plus grande des quantités négatives trouvées de cette manière , 
prise positivement et augmentée de l'unité , pourrait sans scrupule être 
employée pour la limite cherchée L. 

Toute la difficulté vient donc du dénominateur Y , qui contient aussi 
l'inconnue x. J'avais proposé autrefois de prendre pour Y une valeur 
plus petite que chacune de celles qui pourraient résulter de la substi- 
tution des racines de l'équation X = o à la place de x\ mais la diffi- 
culté était d'avoir cette limite , et il ne parait pas possible de la trouver 
autrement que par l'équation même , dont les différentes valeurs de Y 
seraient racines. Pour avoir cette équation , on ferait Y =^, et on éli- 
minerait X au moyen de l'équation X =s o , et de celle-ci^ — Y œ: o j 
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l'équation résultante en^ serait du /n'*"' degré, et la limite plus petite 
que la plus petite de ces racines serait la quantité qu'on pourrait prendre 
pour Y, mais cette équation enj^ peut encore être fort longue à calculer, 
soit qu'on la déduise de l'élimination , soit qu'on veuille la chercher di- 
rectement par la nature même de ces racines. 

3. J'ai teit réflexion depuis, qu'on pouvait toujours éliminer l'incon- 
nue a; du polynôme Y, en le multipliant par un polynôme convenable 
du même degré m — i ; et en faisant disparaître , au moyen de l'équa- 
tion X = ô , toutes les puissances de x plus hautes que or""* . 

En effet ^ si l'on prend un polynôme tel que 

of*""* — or"^* + ijc""* — cjp"""^ 4- etc. , 

que nous nommerons ^ pour abréger, et dans lequel les coefficiens 
a, by c, etc. soient arbitraires; et qu'on multiplie le polynôme Y par 
celui-ci, on aura un polynôme du degré 2m — - a. Or, l'équation 
X = donne d'abord la valeur de :r", et avec cette valeur on 
pourra former , en multipliant successivement par x, et substituant à 
mesure la valeur de or" , toutes les puissances de x supérieures à x""^' 
jusqu'à x*"""'. On substituera donc ces valeurs dans le polynôme Y^, 
et il s'abaissera à la puissance m — i ; on fera alors disparaître tous les 
termes qui contiennent x , en égalant à zéro chacun de leurs coefficiens ; 
ce qui donnera /7i— -i équations linéaires en a, 6, c, etc. lesquelles ser* 
viront à déterminer ces inconnues, dont le nombre est aussi m — i ; 
nommant K le terme ou les termes restans et tous connus, on aura 

YÇ =z= K , et par conséquent Y = -j. 

L'équation en i deviendra , par cette substitution , 

Z£ VE 

et comme les coefficiens ^ , -g ,etc., ne contiennent plus que des puis- 
sances de X sans dénominateur , on pourra y appliquer la méthode pro- 
posée ci-dessus, et trouver une limite L plus grande que la plus grande 
des valeurs de i» 
On pourra réduire aussi les polynômes ZÇ , VÇ , etc. , à ne contenir 

i5 
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que des puissances de x moindres que :c*~% par les mêmes substitutions 
des valeurs de a^ et des puissances supérieures à ^. Cette réduction 
n'est pas absolument nécessaire, et l'on peut sans ioconvénient employer 
les polynômes tels qu'ils résultent de la multiplication de Z, Y , etc., 
par ; mais elle est utile pour simplifier le calcul et avoir une limite L 
plus approchée. 

4* Il esl bon de remarquer encore que , comme les valeurs de u qui 
représentent les diflférences entre les racines de l'équation proposée , 
peuvent être également positives et négatives, les valeurs de i pourront 

l'être aussi , puisque nous avons fait i£ s=: -: ; d'où il suit que la limite 

des valeurs positives de i le sera aussi des valeurs négatives prises posi- 
tivement ; et réciproquement celles des plus grandes valeurs n^atives 
prises positivement , le deviendra des plus grandes positives. 

On pourra donc dans l'équation en i prendre également { positif 
ou négatif, et par conséquent, prendre le second, le quatrième, le 
sixième , etc. , termes de l'équation en i avec des signes contraires , si , 
de cette manière , il en résulte pour L une limite moindre. 

5. Ayant trouvé la limite L , on aura j- po^i* 1& limite plus petite 

que la plus petite difierence entre les racines de l'équation proposée, 

et l'on pourra faire ^ = r- (n** 6) pour avoir la suite A, 2à , 5à; etc. , des 

nombres dont la substitution successive fera connattre sûrement toutes 
les racines réelles de la même équation , et donnera leurs premières 
limites. 

Si la quantité K était nulle , on aurait pour L une quantité infinie , 

et la limite j- deviendrait zéro ; ce qui indiquerait l'égalité de deux ou 

plusieurs racines dims l'équation proposée. En effet , s'il y a deux racines 
égales, il est clair qu'il y aura une des valeurs de u qui sera nidle; donc 
le dernier terme Y de l'équation en u , deviendra nul , en y substituant 
pour X une des racines de l'équation X =s o ; donc cette équation aura 
lieu en même temps que l'équation Y = o, c'est-à-dire , X' => o , ou 

^ =: o ; ce qui revient à ce que l'on sait depuis long-temps. Donc l'é- 
quation résultante de celle-ci par l'élimination de se , aura lieu aussi. 
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Or y il est facile de voir que cette équation n'est autre chose que l'ëqua- 
tion R = o ; car, puisque le produit YÇ devient = R, par le moyen 

de Fëquation X = o , on aura Y s= j- , et par conséquent l'équation 
Y = o donnera R sss o. 

Lorsqu'on sera assuré par là que l'équation en x a des racines ^ales , 
on les trouvera en cherchant le commun diviseur des équations X = o , 
etY = o (n^i5); ensuite l'équation en i donnée ci-dessus étant 
multipliée par R et divisée par Z^ y deviendra , k cause de R ss o , 

V I 

î^*+ g- «*-* + etc. -+- ^=iOy 

à laquelle on pourra appliquer la même méthode pour trouver une li- 
mite plus grande que les valeurs de i^ et ainsi de suite. 

Au reste, comme avant d'entreprendre la résolution d'une équation 
par quelque méthode que ce soit, il est toujours nécessaire de s'assurer 
si elle a des racines égales , parce que ces racines peuvent se déterminer 
à part d'une manière rigoureuse , on voit que le calcul de la quantité 
R est indispensable lorsqu'on ne calcule pas l'équation des difiérences; 
car l'équation R = o est proprement celle que l'on trouve par les mé- 
thodes ordinaires, lorsqu'on cherche les conditions de l'égalité des ra- 
cines. Ainsi à cet égard , la méthode que nous proposons n'alonge point 
le calcul nécessaire pour la résolution des équations. 

6. La quantitéR étant connue, tout se réduità cher cher une quantité 
égale ou plus grande que la plus grande valeur n^ative des quantités 

g- , -^ , etc. , j coefficiens de l'équation en i ; pour cela on substituera 

à la place de œ une quantité plus petite que la plus petite des racines 
positives de l'équation X = o , dans les termes positi& de ces cœfii- 
ciensf et une quantité plus grande que la plus grande de ces racines dans 
les termes négati& ; ensiiite, ayant changé dans ces mêmes coelEciens 
xen — X, on substituera de même dans les termes positifs une quantité 
plus petite que la plus petite des racines négatives , et dans les termes 
négatifs une quantité plus grande que la plus grande des racines néga- 
tives de la même équation , en prenant ces racines positivement. Le 
plus grand résultat négatif qu'on aura de a^ua mÊafèn , éttxit pns 
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positivement et augmenté de l'unité, donnera la valeur de la limite L, 
que 1-on cherche. 

Pour avoir ces quantités plus grandes et plus petites que les 
racines de l'équation X s=: o , on pourrait prendre tout de suite 
le plus grand coelEcient des termes négatife de cette équation, 
augmenté de l'unité, pour la quantité plus grande que ses 'racines 
positives ; ensuite , après avoir échangé dans la même équation 

a: en - , et fait disparaître , par la multiphcation , les puissances 

négatives de a:, on prendrait de même le plus grand coefficient 
des termes qui seraient de signe di£Pérent du premier, et l'unité 
divisée par ce coefficient augmenté de l'unité , serait la quantité plus 
petite que les mêmes racines. A l'égard des racines négatives, on 
changerait, dans l'équation, x en -—or, pour les rendre positives, 
et l'on trouverait de la même manière les quantités plus grandes et 
plus petites que ces racines. 

Mais, quoique les limites qu'on trouvera par cette méthode 
soient toujours exactes , elles peuvent néanmoins être trop éloi- 
gnées entre elles; ce qui aurait l'inconvénient de donner pour la 
limite L une quantité trop grande, et par conséquent pour la 
différence A des termes de la suite une quantité trop petite : d'où 
résulterait un trop grand nombre de substitutions successives à 
faire dans l'équation proposée , pour en découvrir toutes les ra- 
cines (n* 6). 

7. Il est donc utile d'avoir des limites plus resserrées, et Ton pourr» 
les trouver par la méthode exposée dans le n® 13. Suivant l'esprit 
de cette méthode, il ne s'agira que de chercher d'abord une va- 
leur de X qui rende positives les valeurs des fonctions X, X', 
X'^, etc. , ce qui n'est pas difficile en commençant par la dernière , 
où X n'est qu'4 la première dimension , et remontant successive- 
ment à celles qui précèdent. Cette valeur sera la limite plus grande 
que toutes les racines positives de l'équation X = o. Pour avoir 
ensuite une limite plus petite que ces racines, on transformem 

la fonction X, en y substituant - à la place de x^ et k H 

pliant par a^ pour faire disparaître les puissances n^fttmp'. 
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le terme où est of* se trouve négatif, on changera : tous les signes 
pour le rendre positif. On prendra cette nouvelle fonction pour X , 
et en ayant déduit les fonctions X', X'^, etc. , on cherchera de 
nouveau ta' valeur de x^ qui rendra toutes ces fonctions -positives. 
L'unité divisée par cette valeur, donnera une limite plus petite 
que toutes les racines positives de la même équation X = o. Enfin 
on changera dans ces deui séries les fonctions x en — Xy en 
changeant en même temps tous les signes, si la plus haute puis- 
sance de x se trouve affectée du signe — ; et les valeurs de x qui 
les rendront toutes positives seront les limites plus grandes et plus 
petites que les racines négatives de la même équation prises posi- 
tivement. 

8. Pour donner un exemple de la méthode que nous venons d'ex- 
poser , nous l'appliquerons à l'équation 

or* — 7X + 7 sa o , 

que nous avons résolue dans le n* 37. 
On aura donc ici 

X = x^ — 7ar + 7 ; 

et les fonctions dérivées seront 

X' = 3x* — 7, X" = 6jc, 1L'"=^6, X'-^œo; 

donc 

Y = X' = 3x» - 7, Z = ^' = Zx, 

2.3 ^ 

et l'équation en u sera du second d^ré* 

On prendra pour Ç le polynôme indéterminé du second degré 

X* + ax + by 




• 7 
le multipliant par le polynôme Y , on aura 

fcP =: 5a* + Sa*» -H (3J — 7 ) a- — 7«x — 7*; 



ii8 WOTE IV. 

Mais l'équation X sss o donne ^ ss 70? •«-• 7; donc a:^ zsz 7X* «p* nx. 
Faisant ces substitutions , on aura 

Yf = (3i + 14) a:* 4. (14a — ai) a: — aia — 7J. 
On fera doue 

3& + x4 = O9 i4a — 21 = G, — aifl — 7* = K; 
d'où l'on tire 

Ainsi , puisque la quantité K n'est pas nulle, on en conclura d'a- 
bord que l'équation n'a pas de racines ^ales. 

Maintenant on aura 

Ç _ X- -t- -7 — -g-^ 

et de là, en multipliant par Z = 5a?, et substituant pour x^ sa 
valeur, 

Z^ =^+70: — 21; 

de sorte que les deux coefficiens de l'équation en i seront 

a73f* + 4^mp — '^6 , 6y* + y — a8 ^ 
7 ' ^ 7 ' 

et il ne s'agira plus que de trouver une quantité ^ale ou plus grande 
que la plus grande valeur n^ative que ces coeflSciens puissent avoir 
sans connaître les valeurs de x : or , c'est â quoi on peut parvenir par le 
moyen des limites de ces valeurs. 

9. Pour cela , on conunencera par chercher des limites plus grandes 
et plus petites que les valeurs de x, tant positives que négatives. 
Je remarque d'abord que le plus grand coefficient des termes né- 
gatif dans l'équation en x , étant 7 , on pourrait prendre 8 pour 
la limite plus grande que les racines . positives ; mais on peut 
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trouver une limite nUHndre par la considération des fonctions 
X , X', X"j savoir , 

a:' — 7 jp + 7 , 3«* — 7 j 6x y 

en cherchant une valeur de x qui les rende toutes positives : on trouve 
que X =z ^ satisfait à ces conditions j de sorte que n sera une li- 
mite plus grande que les racines positives. 

Si l'on change dans ces mêmes fonctions x eu — x, en changeant 
en même temps les signes, s'il est nécessaire, pour que le premier 
terme soit toujours positif, on a celles-ci, 

ar* — 7ar— 7, 3jc* — 7, 6x; 

et l'on voit que, pour les rendre toutes positives, il faut faire en 
nombres entiers x z= 4i ^^^^ ^^ nombres fractionnaires il suffît de 
X =: S Yô : ainsi 7^ sera une limite plus grande que les racines né- 
gatives prises positivement. 

On transformera maintenant la fonction x par la substitution 

de - à la place de x ; et l'ayant multipliée par or' pour faire disparaître 

les puissances négatives , on aura , après avoir divisé par 7 , coefficient 
du premier terme, cette fonction transformée 

jc» — or* + ^, 

dont les deux fonctions dérivées seront 

3x* — 2X , 6x — 2 , 

qu'il &udra rendre positives pour une valeur supposée de a:. Or, on 
trouve que i satisfait à ces conditions; mais on y peut satisfidre par 
un nombre moindre , comme |. Ainsi ^ sera une limite plus petite 
que les racines positives. 

Enfin, en changeant dans ces mêmes fonctions j: en -— j:, et chan- 
geant en même temps tous les signes de la première et de la troi- 
sième , pour rendre les premiers termes positifs , on a celles-ci , 

a:^ + JC* — f , 3a:* + aîjc , to 4- a ; 



lao ' NOTE IV. 

et l'on trouvera aisément qu'elles deviennent toutes positives en fai- 
sant <r = j ; d'où il suit que 3 sera une limite moindre que les ra- 
cines négatives prises positivement. 

On a donc, pour les limites des racines positives, les nombres 
^ et 2, et pour celle des racines négatives prises positivement, les 
nombres 3 et -fè- 

On substituera donc d'abord, à la place de or, ^ dans les termes 
positifs , et 2 dans les termes n^atifs des deux quantités 

273g* + 4^^— '^6 6jc* 4- 9^ — ' 28 

5 y ^ 

et l'on trouvera les résultats — -^ et — 7? ; comme le premier de 
ces deux résultats est le plus grand, il est bon de voir si, en chan- 
geant tous les signes de la première quantité, ce qui la réduit à 
273: ~ 4 jp ^ ^^ substituant de même | dans les termes po- 
sitif, et 2 dans les termes négatifs, au lieu de x^ on aurait un 
résultat moindre ; mais on trouve celui -— -^ , qui est au contraire 
plus grand , et par conséquent inutile. 

On changera maintenant, dans ces mêmes quantités, x en-^x, 
ce qui les changera en celles-ci , 

273?* — 4^^ "^ ^^^ fty* — 9^ — 28 

et l'on y substituera 3 à la place de a:, dans les termes positiÊ, et 
f^ dans les termes négatif, il viendra ces résultats, — -ff et — f|; 
et comme le résultat de la première quantité est moindre que l'un 
de ceux que nous avons déjà trouvés , il est inutile d'en chercher un 
autre en changeant les signes de cette quantités. 

Puisque — • ^ est le plus grand résultat n^atif , on aura 

L =5 ^ + I , et par conséquent A = -=" =^ P^^^ ^^ limite cher- 
chée , moindre que la plus petite différence entre les racines de l'équa- 
tion proposée . 

Nous avons trouvé par l'équation même des différences A sss l, » ^m 
(nr 27); d'où l'on voit que la méthode précédente donne à la '™ 



NOTE IV. 



XII 



vérité une limite un peu plus petite, mais que la diffîrence est 
peu considérable. Au reste, quoique pour une équation du troi- 
sième d^é il n'y ait guère rien à gagner par cette méthode sur 
la longueur du calcul, il n'en sera pas de même pour les équa- 
tions des degrés supérieurs j car le nombre des opérations que cette 
méthode exige n'augmente que comme le degré de l'équation, au 
lieu que celui des opérations nécessaires pour calculer l'équation des 
diflférences et en déduire la limite cherchée, augmente comme les 
carrés de ce même degré. 
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NOTE V- 



:9ut^ 'Miithùdb "ff^pp^^ify^Miôn dmnée pat Newton. 



€^àiÊtm *fe mélfc fli ^ nte ffmnan -peut ia Tésolution approchée 
des équations numériques est la plus coniitiê et k plus usitée 
à cause de sa simplicité , il est important d'apprécier le degré 
d'exactitude dont elle est susceptible; voici comment on y peut 
parvenir. 

I. Soit l'équation générale du degré m 

a* — Aa:*^* + Bar*^» — etc. ss o, 

dont on cherche une racine. La méthode dont il s'agit demande 
qu'on connaisse d'avance une valeur approchée de la racine cher- 
chée ; en désignant cette valeur par a , on fera x z=z a ^ p^ et l'on 
aura par cette substitution une équation transformée en p , qui , à 
comnâCncer par les derniers termes, sera de la forme 

X + Y;i + 2/^' + ^r^ + etc. + f^ , 

où les quantités X, Y , Z , etc. seront des fonctions de a, qu'on trou- 
vera tout de suite, par les formules du n^ 8, en changeant a* en a 3 
ainsi on aura 
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X = d» — A*— 4- Ba"^* — CflT^ + etc. , 

Y = ma-* — (m — 1) A^-' -f- {m — 3) Brf""' — etc., 

etc. 

Comme p doit être par l'hypothèse une quantité assez petite, 
étant la différence entre la vraie racine et la valeur supposée de 
cette racine , les puissances /?*, p^y etc. , seront de fort 
tités auprès de p \ par conséquent les termes affc 
sances seront eux-mêmes nécessairement très r 
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pcenitfst teraiM ^ Hr 'X/'^t RUÛqqe la» ooeffiaimsi 2^ V^ eto», n^ 
peuvent jamais, d^vexùr fort. gKwds^ étant; de^ fonctÎQafi s^n^i 44aQ^ 
minateur : awÂ > eo réduisant toutQ l'équalioxi^ 4 «^ dm& leimBs , 

OD eu tirera une valeur approchée de ;? , qui sera rss -* t^. Appelbns & 

cette valeur approchée de ^, on pourra &ii;e par la n^iéme r^^Qt^^ 
dans réquatiou en ^^ la substitution d^ 6 + ^^ à la place dejp,, 
et négliger ensuite dans la transformée en q les termes qui contien- 
dront le carré et les puissances plus baivtes de ^n, cette transformée 
étant ainsi réduite aux deux premiers termes de la forme (X) H^ (Y)^, 

donnera sur-le«champ ^ =;? — *• |=r. Cette quantité étapt nogaïQée c , 

on substituera c -|- r à la place de y daafi la dernière trai|BfornNi0f , 
et l'on en aura un^ nou\[eUe en r,.d'où Foq tirerai (fe même- la valitup 
en r , et ainsi de suite. 

De cette manière l'on aura les approximations a y a *f^ &, 
^ + i + ^ , etc. , verSi la vraie valeur de. la racime dî^erchée. 

:a. Voilà la méthode teHe que Newton V^ donnée^ dans la Mé- 

ihqdfi d0$ Flwcions; maisU o^ boQ de remarquer qv!9m pm^ ^ 

dispenser de faire continuellement da ]M>uv^lles, tran^fenn^éf^». ^A?». 
puisque la transformée en p est 1^ insultât de la subsjtitution de 
a ^ p y au lieu de x , dans J 'équation en or , et que la transformée 
en y est le résultat de la substitution de & -f- 7 , au Iteu de p^ dbns 
la traBsformée ea p ^'H s'ensuit que cette transformée en q sera fe 
résultat de la substitution immédiate àe a •^ d*f-^àîa place de ^ 
dans la même équation ea x. y p^|r ceaséquenl^, eUe bq ^era autM) dios& 
que la première tcansfarmae en /^^ en y <thft»g8ant. /m e» ^^ et a 
en a -f- & ; d'où il suit qu'ayai|t trouva l'esp»q6ipi» générale^ de 
p en a y on aura celle de ^, en y substituant a + 6 au Ijy^q dp qr^ 
et par la même raison on gura la vsjieur de r, en substituant a^b'\' c 
au lieu de <i , et ainsi de sukc. 

Donc en général si , dans l'expression de /? en a , en substitue 
pour a un terme quelconque de la suite convergeât^ vers la racine 
cherchée , on aum. li^ quantité qu'il faudra ajouter à ce terme pour 
avoir le terme suivant. 

méthode qi» pésult» de cette considération est, comme l'on 
us simple que pfiUç de Nei9toH^} c'est celle que Raphson 

i6.» 
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a donnée dans l'ouvrage intitulé Anatysis AEquationum universalis , ' 
imprimé à Londres en i6go, et réimprimé en 1697. G)mme la 
méthode de Newton avait déji paru dans l'édition anglaise de 
V Algèbre de FFallis en i685 , et qu'elle a été ensuite expliquée 
en détail dans l'édition latine de 1793 , on peut être surpris que 
Eaphson n'en ait pas fait mention dans son ouvrage ; ce qui por- 
terait à croire qu'il la regardait comme entièrement différente de la 
sienne : c'est pourquoi j'ai cru qu'il n'était pas inutile de faire re- 
marquer que ces deux méthodes ne sont au fond que la même pré- 
sentée différenunent. 

3. Maintenant y il est clair que la bonté de la méthode dont il 
s'agit , dépend de cette condition y que si a est une valeur approchée 
d'une des racines de l'équation proposée, a ^ p sera une valeur 
plus approchée de la même racine; c'est donc ce qu'il faut eia- 
miner. 

Soient a, fiyyy etc. y les 771 racines de l'équation 

jc* — Ajc*r:* -|- Bof*""' — etc. s= o ; 

cette équation y comme nous l'avons vu dans la Note seconde , peut 
toujours se mettre sous la forme 

(a: — et) (a: — ^) {x — y) = 0. 

Mettons a «f- /? à la place de x, et développons les termes suivant 
les puissances de p 'y on trouvera pour les deux premiers termes 
X + ^P j ^^^ valeurs de X et Y, 

X= (fl~(t) (11 — ^) (a^y) 

Y = (a — /8) (a — y) -j- (a — a) {a — y) 

+ (^ -T- «) (« — (8) H- etc., 

d'où l'on tire 

= = H T H —etc., 

et par conséquent 



P 



a — ce a— '/S a— -v 

I 



+ eta 



^ a 1 +etc. 
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Supposons que a soit la racine que l'on cherche , et que a soit 
une valeur approchée en plus ou en moins , et— *a sera le dé&ut 
ou l'excès de la valeur a sur la véritable a, et cL^^a^^p sera le 
dé&ut ou l'excès de la valeur corrigée ^ **f- ^ ; et il faudra , pour la 
bonté de la méthode j que la quantité a — a — p soit toujours plus 
petite que la quantité et — a^ abstraction &ite des signes de ces quan- 
tités; et par conséquent que la quantité ^^ ^^ soit toujours plus 

grande que , abstraction faite des signes. 

4. Faisons^ pour abréger, 

R = 2 + h etc. , 

on aura , par la formule trouvée ci-dessus pour la valeur de p , 

R(€c — a) 



a — tf — pz=za~~'a — — 



+ R — l-R 



donc, 



fit — a I . 1 



ce— a— p R(*— -a) ce— a "" (m — a)*R* 

D'où je conclus que si la valeur de R est du même signe 
que celle de et — n, la videur de et— a — p sera encore du 
même signe, et que la condition dont il s'a^t aura nécessaire- 
ment lieu. 

Mais si les deux quantités et — • n et R sont de signes contraires , 
alors , pour que la condition ait lieu , abstraction faite des signes , 

il &udra que l'on ait * ^ _ ^ > .^_ y ; or de l'équation pré* 

cédente on tire 

1 1 , a , I 

{cL—a—pY ~ («^^)^ (*— a^R "•* (ce — a)4R* '' 

donc il faudra que /^_ ^sxi + Û^^f^i ^i' *^^ quantité positive, 
et par conséquent que l'on ait la. condition 

a(a— ii)R+ i>o. 
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Comnie la vaksr de R dépend dta autres raeines /8, >9 etc. , qui 
sont incouiraesy U-est èàSuàie^ peut-étte vicui. isifMia^W de trour- 
ver à priori vm- oaractère pcmr jugée si la eônd^ticm doait il s'agit est 
remplie on imm. \ r • 

n est aisé d'kttileiirr dfe ibfiner à posteriori des équations où cette 
condition n'àtuvi^ pomt Heu, an prena^^ les racine» j0, y^ etc. , de 
manière que q^lqnes-unes des, difféneuces ^ — a^ y — a , etc.. 
soient fort petites et de signes différens; et si /S et }^, par exemple , 
sont imaginaires et de la forme de^4-pi/~i'et9r — p |/— i, 
il n'y aura qu'à prendre tt peu différent de a et p fort petit. Alors la 
valeur corrigée a + ^, au lieu d'être plus près de la vraie va- 
leur de la racine a que la valeur de a , s'en éloignera au contraire 
davantage. 

5. n n'y a donc que le premier cas où l'on puisse établir no ca- 
ractère certain pour le succès, de la méthode ; car il est visble que si la 
quantités est à la fois plus, petite que chacune des racines flt, )8, y^ etc. 
de l'équation proposée , ou pkis grande que chacune de ces raci- 
nes, en regardant, comme on le doit, les quantités négatives comme 
plus petites que les positives , et les plus grandes négatives comme 
plus petites que lei lXîoii|« grandes \ Aot^ht^pm^^ R mt» nécessaire- 
ment de même signe que la quantité £t -* <i; et si , parmi ces racines, 
il y en a dHmaginaires de la forme ir-f-p v^ — i,ir-^fv/— i , 

il en résultera dans R les termes \ — \ — '. -f- "- , 

qui se réduisent à _ ~^ , , quantité qui sera aussi de môme sigM 

que A -— <i, si a est en même temp!» plus petit ou plus grand que ic. 

D'où l'on peut conclure , en général , que l'usage de la méthode 
dont il s'agit, n^est sûr que loviéque la valetir approchée a ea^ à la 
fois ou plus grande ou plus petite que chacune des racines réelles de 
l'équation , et que chacune des parties réelles des racines imaginaires ; 
et que par conséquent -catte tnélho^P ne peut ^tre employée sans 
scrupule que pour trouver la plus grande ou ta plus petite ra- 
cine d'une équation qui n'a que dçs racines réelles ^ ou ^ui en 
a d'imaginaires , mais dont \es parties réeUes sont moindres que 
la plus grande racine réeUe , on plus grandes que la pltis petite de 
ces racines. . - , . 
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Pour que les valeurs cerrigées sucoessivement approchent toutes 
de plus eu plus de la vraie valeur de la racine , il faudra prendre 
pour première valeur approchée une quantité plus grande que la 
plus grande des racines , si c^est œlle'Ci qu'on cherche; ou plus 
petite que la plus petite racilie , si l'on cherche la plus petite ; 
alors toutes les valeurs corrigées successivement seront aussi plus 
grandes que la plus grande , ou plus petites que la plus petite des ra^- 
cines, et la condition nécessaire pour la convergence aura con- 
stamment lieu pour "toutes^ ces valeurs, ptâsque H et a — a seront 
toujours de même signe , -m -^re&ant pour a .chacunie <de -ces mêmes 
valeurs. 

6. Lorsque toutes les tadbes de Inéquation sont féelles, il est 
figicîle de reconnaître isi la première valeur approchée a est plus 
grande ou plus petite que chacune des racines; car en mettant l'é- 
quation sous la forme 

et substituant a + p pour x y elle deviendra 

i * è . * 



■I 



oùa — «^a-^-jS, a — ^, etc., seront , dans le premier cas^ .des 
quantités positives , et dans le second , toutes natives ; donc , dans 
4e*pKmier ras^^onflura' une ttàiil^rmëe en )p 4tot tott^ iëi fermes 
seiontpodtïfe,'ét, îileiiste««3Qtmd'éaS) ^ëttétrartfbnnée aura ses 'ttermn 
«bternativiBnient 'pwitifs et nJêgMi&. — 

Réciproquement , si les termes de la transformée en p sont tous 
positifs, il est évidei^t -^^cii'^ aN|ta tBon tmcaae valeur positive 
de p qui puisse satis&ire à l'équation ; par conséquent les valeurs 
i^ëUes de ^~'sefttaPn^cmiS!i^émeiit niégafives^f danc^ék ivcines de 
l'équation en p étant a— -n, j8 — a, > — a, .flt«. , .il ifeuuini que 
ces quantités soient toutes négatives ou imaginaires; donc la quan- 
tité a sera néceâsMréinem plus ^ïide Iqfûe chacune des racines 

réelles de l'é^MaUon;, ^uand j^éme eUo^um^' de§ ^<^nes imajgi** 
naires. . . . i v. . ^.^ ^ ^ 

On prouvera de la même manière que si lés ienv ^' ^îudSn^ 
mée en pxBoM laKtcrn^titmtilt ^osiyja ttinégÉlî&i^ 
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nécessairement plus petite que chacune des racines réelles , soit qu'il 
y ait des imaginaires ou non. 

7. Mais dans le cas où l'équation a des racines imaginaires , on 
ne pourra pas s'assurer de la même manière que la quantité a 
sera en même temps plus grande ou plus petite que chacune des 
parties réelles de ces racines; je ne vois pas même qu'on puisse 
s'en assurer autrement que par le moyen de l'équation dont ces 
parties réelles seraient racines. Or, si /3 = ^ -(- f v/ •— i , et 

^sss'Tr-— f ^/— T,ona^=: ^ : ainsi l'équation dont ne 

sera une des racines, ne peut être que celle qui aura pour racines 
les demi-sommes des racines de la proposée , prises deux à deux , 
et qui y par la théorie des combinaisons , montera au degré 

m(m — I ) 
■' ■ . 

Ayant formé cette équation par les formules que nous avons 
indiquées plus bs^ut ( Note lU ) , on y substituera a -)• 2 à la place 
de l'inconnue ; et si la transformée a tous ses termes positiâ , ou 
alternativement positif et négati& ^ on sera assuré que le nombre a 
sera plus grand ou plus petit que chacune des valeurs de ^ , et par 
conséquent aussi que chacune des parties réelles des racines ima* 
ginaires. 

8. Newton n'a appliqué sa méthode qu'à l'équation x^ *^> :3a:— 5 ss o 
que nous avons résolue (n^ a5). Il suppose d'abord dans le cha- 
pitre HT a sss a , et substituant ^ ^ p k hi place de a? , il a la 
transformée 

o = — I +• icp +• 6p^ + j^^ 

d'où il tire ;? ss: — ss 0|i ; il fidt ensuite )9 ss 0,1 H* 7 9 il a la 
nouvelle transformée 

o = 0,061 +• ii,33y -I- 6,39* +• ?•, 

d'où il tire 7 as — jj^ = — o,oo54 j il continue m 

^ sss — o,oo54 «H z*) il vient la transformée 

■ o ;9 0,000541708 H- ii,i6ig6r -§• 6^ -H 
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d'où il déduit r = :^-îi^£^|^=-o.oooo4853 jet 

ainsi de suite. 

Ainsi les valeurs convergentes de x sont 2, 2,1, 2,0946 , 
2,09455147 9 dont la dernière est exacte à la dernière décimale près 
(numéro cité). 

Dans ce cas, la série est, comme l'on voit, très convergente. On 
peut , en eflfèt , s'assurer à priori par ce que nous avons démontré , 
que cela doit être ainsi. 

Car nous avons vu ( numéro 96 ) que les deux autres racines 
de cette équation sont imaginaires , et qtt'en les représentant par 

^dbp v/— i,on aà très peu près p' = i^ sss Sj , et. . . . 

i5 i5.3i IfiS 1 , 

^ = — 8?rqp4-=— 4:777==— 444; donc, puisque, outre la 

racine a que l'on cherche, il n'y a que ces deux racines imagi- 
naires , on aura dans ce cas R = 7 — ^^, , , . Or, a étant = 2, 

on R TT — a ss — -jrr ; mais « étant à très peu près 2,0940, . . 

on a a-— a =: o,o945*« • • 9 d'où l'on voit d'abord que R et a.-— «a 
sont de signes différens, et qu'ainsi, pour que la première correction 
de a soit juste, il &ut que la condition a(£t — a) R 4*1 1> o ait lieu. 
Or, on trouve R =— 0,6575 , et de là 2(ât—*â)R =-— 0,1244 ; 
de sorte que la condition dont il s'agit est amplement satisfaite. 
Ainsi on est assuré que la première valeur corrigée 2,1 appro- 
chera davantage de la vraie valeur de la racine. En prenant cette 

valeur pour fl, on a «—<!= — o,oo55 ; donc et — a et 

R étant maintenant de même signe, les corrections suivantes 
approcheront toutes de plus en plus de la vraie valeur de la racine 
clierchée. 




'7* 
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NOTE VI. 

Sur la Méthode d Approximati4)n tirée des séries 

récurrentes. 



I. liEPRENONS l'équation 

x" — Ajc"""' + Ba:*-» — CaT"' + etc. = o, 

dont on a désigné les racines par ^^^^y^ etc.; on aura (Note II), par 
la nature de ces racines, l'équation identique 

or — Ao:"— + Bo*— — CaT"^ + etc. 
=i{x — a) (a: — /8) (x — >.) (x — S") , 

laquelle doit avoir lieu, quelle que soit la valeur de x. 

L'identité de l'équation subsistera donc encore en mettant x -f- £ 
au lieu de x, quelles que soient les valeurs de x et i; donc aussi 
si après la substitution, on développe suivant les puissances de i, les 
termes affectés de i*, etc. , fourniront d'autres équations identiques ; ce 
seront les équations que nous avons appelées dérivées , dans la Théorie 
des Fonctions, 

La première de ces équations dérivées sera 

maf^^^ — (m — i) Ax"""* + (/» — 2) Bx"""' — etc. 

= (x— j8) (x — 7) + (^ — a) (j:— 7) 

(x — en) (x — /S).... H- etc. 

Divisons cette équation par l'équation identique ci-dessus, on 

aura 

jntgjn^i _ (^ — i) Ax"^ + (ni — a) Bj— ^ — etc. 

X- — Aj:^* + Bap»-* — Cx"^ + etc. 

équation qu i doit aussi être identique , quelle que soit la valeur de x. 
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Donc, elle le sera encore si on en développe les denx membres 
en séries qui procèdent suivant les puissances positives ou na- 
tives de X. 

2. Développons d'abord suivant les puissances négatives ; la frac- 
tion qui forme le premier membre deviendra 

j-t-;i-(-^-|-;;4-|-etc., 

et pour trouver les valeurs des coefiiciens P , Q , R , etc. , 
il n'y a qu'à multiplier par le dénominateur je* — Ao:*"" -(- etc. , 
et comparer ensuite les termes avec ceu& du numérateur 
iwcD*""' — (m — I ) Aj:*""' + etc. y on aura ainsi 



(iw — i) A, 

BP + ( m — 3 ) B , 

BQ + CP — (iTi — S) C, 



où l'on voit que la suite des quantités P , Q , R 9 etc. devient après 
le fnP^ terme une suite récurrente, dont l'échelle de relation est 
A, — B, C, — D, etc. 

Développant de même les fractions qui forment le second membre, 
il deviendra 

7 + (* + /3H-etc.)l + (^* + /3* + >* + etc.)^ 
+ («' + jS' + >" + etc. ) ^ +etc. 

Maintenant la comparaison des termes semblables des deux mem- 
bres de l'équation donne 

p = m, 

Q = ct+i8 -h y 4* etc., 
R =8 a? -f |8* -H >• + etc., 
S = a' -J- /8' -|- j-' H- etc. , 
etc. , 

»7 



P = 


: m, 


Q = 


= AP 


R = 


-. AQ 


S = 


: AR 


etc.. 





. . 
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et , eo général , un terme quelconque dont le quantième sera /le , à 

compter de Q , sera égal à a'* -f- jS^ + 9/* + etc. C'est l'expression 
du terme général de la série. 

On a par là la démonstration la plus simple de la loi donnée par 
Newton, pour la somme des puissances des racines.' Mais les for- 
mules précédentes sont surtout utiles pour approcher de la valeur 
de la plus grande des racines et , fi^ yy ^tc. En eflfet , il est clair 
que si toutes ces racines sont réelles, et que a soit, par exemple, 
la plus grande des racines, soit qu'elle soit positive ou négative^ 

la puissance a^ surpassera d'autant plus les puissances semblables des 
autres racines , et même la somme de ces puissances , que l'expo- 
sant fJ^ sera plus grand ; d'où il s'ensuit que si T et V sont des 
termes consécutifs de la série P , Q , R , etc. , on aura à très 

peu près a = ^ , et cette valeur de la racine et sera d'autant plus 

approchée que les termes dont il s'agit seront plus éloignés du com- 
mencement de la série. 

3. Si parmi les racines /3 , 7^ , etc. il y en avait d'imaginaires, on 
aurait, par exemple, /8 = 7r + / V^— i,> = 7r — /v^ — ij 

alors faisant V^C^tT* + p*) = net^= tang ^ , on aurait 

j8=:n(cos^ -f-sin^V/ — i)et7 = n(cos^ — sln^l/ — i)j 
donc par le théorème connu 

^ =i vf^ (cos fi^-4- sinft^v/ — i), 
>^ = n^ (cosft^ — sin a ^ V^ — I ), 

et par conséquent 

/y*-f-j/* = 2n^cosfcÇ. 

Ainsi , pourvu que la racine (t soit en même temps plus grande 
que n ou ^/ (^ + f'), c'est-à-dire plus grande que V ^y y 

puissance (t surpassera aussi la scnnme de pareilles puissances de 
^ et y. 

Donc la méthode ne sera en défaut à cause des racines imaginaires, 
qu'autant qu'il s'en trouvera dans lesquelles le produit réel des deux 
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racines correspondantes, sera plus grand que le carré de la plus 
grande des racines réelles , et y dans ce cas , la série , au lieu de 
s'approcher et de se confondre à la fin avec une série géométrique , 
s'en éloignera continuellement. 

4* Cette méthode rentre évidenmient dans celle que Daniel Ber- 
noulli a déduite de la considération des suites récurrentes , et qn^Euler 
a exposée en détail dans son Introduction. Dans celle-ci on donne à la 
fraction génératrice de la série , pour numérateur , un polynôme quel- 
conque d'un degré moindre que le dénominateur ; ce qui rend les m 
premiers termes de la série, entièrement arbitraires. Cette frac* 

tion se décompose dans les fractions simples — — — + 

-f- — ^ — , etc. , d'oii résulte , pour les termes de la série , cette 

* — y ' 

expression générale aaf* + b^ -f- cy^ + etc. , laquelle donne 
paiement , lorsque la racine et est beaucoup pliis grande que cha- 

cune des autres , ^ pour la valeur approchée de a , quelle que soit 

la valeur du coefficient a. Mais l'indétermination des premiers 
termes de la série , au lieu d'être un avantage de cette méthode , 
est plutôt un inconvénient; car s'il arrive que deux racines cl, jB^ 

soient égales, alors les deux termes ae^ + ijS^'prennent en gé- 
néral la forme ( û' ■+- b'fJt, ) a^ ; et si les trois racines a , /3 , y ^ 
sont égales , les trois termes oo* -f- bjSf* -4- ^ prennent la 

forme (a' + b'fz + c'/jl*) af^ , et ainsi de suite -: d'où il est aisé 
de voir que lorsque la plus grande racine u est une racine 
double ou triple , etc. , la série converge bien moins rapide- 
ment vers une série géométrique. En prenant pour numérateur 
la fonction prime du dénominateur , ainsi que nous l'avons fait 
ci-dessus, tous les coefficiens a, 6, c, etc., deviennent égaux à 
l'unité; et dans le cas des racines égales et et /3, les deux termes 

a^ j^ ^ deviennent simplement 2ci^ , et ainsi des autres ; de 
sorte que les racines égales n'influent en rien sur la convergence 
de la série. 

5. Pour donner un exemple de ce que nous venons de dire , ^e 
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prendrai celai de l'article 346 de riatroduction d^Eider. L'ëqua- 
tion à résoudre est a:* — • 5x* -{- 4 = (^^ -^u^ prend o , i et 3 pour 
les trois premiers termes , et il forme par réchelle de relation 3, Ot — 4) 
la série récurrente t, 3, 9, a3 , 57, i35, 5i3, 7IJ) etc. dans 
laquelle il observe que le quotient de chaque terme , divisé par le 
précédent, est toujours plus grand que 3, racine double et ea même 
temps la plus grande. 

Si l'on emploie les formules données ci-dessus j en faisant 

ra = 3, As=3, Baao, C=4, 

tous les termes P, Q, R, etc. se trouvent multiples de 3; de 
Borte que , rejetant ce facteur pour plus de simplidté , on trouve 
par la même échelle de relation, mais en partant des tenues 
1 , 3 , la série 

I, I, 3, 5 y 11, 31, 43 ) ^^i 17'} 341 , etc. , 

on Ton voit que le quotient de chaque terme, dirisé par co 
précède, converge très rapidement vers la racine double 3. 

6. Nous avons développé plus haut l'équation idenUqnc 

Mjc"-' — etc. ' _, I _, ^_ 

«-_A,"-'+etc. "" iT^ "^ îtrS T- e«- » 

suivant les puissances n^atives de x ; développa 
nant suivant les puissances positives : pour cela, 
a — ix + ex* — (ir* , etc. les derniers termes du 
X" — AaiT-' + Bx""' — etc. : on mettra le prei 
l'équation identique sous la forme 

—'_b + act — 3<&* + 4*«» — etc. 
a — bx + cx* — dx'-i- *x* — etc. ' 

et le développement de cette fraction, suivant Iv. 
santés de x, sera de la forme 

— F — Q'jc — R'a- = S'^c* -f^ 

en multipliant par le dënomioateur, et compa 
trcHivera 
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— -, et l'on 

v'. , qu'on peut 

iulîon 10, 6, I ; 

iiiera les fractions 

décimales y devien- 

, etc. Or nous avons 

le Newton donne pour 

,:\6j 0,09455147, etc., 

méthodes. £n effet, nous 

quoique fondées sur des 

rès au même dans le fond , 




^- 



»*• 



18 



i36 - NOTE VI. 

petite racine réelle de l'équation , que ces termes seront plus éloi- 
gnés du commencement de là série. Ainsi cette série servira à trouver 
la plus petite racii^e, comme la première P, Q, R, etc. sert à trou- 
ver la plus grande; et à l'égard des racines imaginaires, on prouvera, 
de la même manière , qu'elles n'empêcheront pas l'approxiihation 
vers la plus petite racine réelle , pourvu que le carré de cette racine 
soit en même temps plus petit que chacun des produits réels des 
racines imaginaires correspondantes. 

7. On pourrait donc employer cette méthode d'approximation 
pour chacune des i-acines réelles d'une équation quelconque, si l'on 
connaissait d'avance, une valeur approchée a de cette racine, telle 
que la difierence entre cette valeur et la vraie valeur de la racine 
fût moindre en quantité, c'est-à-dire, abstraction faite des signes^ 
que la différence entre la même valeur et chacune des autres ra« 
cines réelles , et en même temps moindre que la racine carrée de cha* 
cun des produits des racines imaginaires correspondantes, s'il y en a, 
diminuées de la même valeur; car alors , en nommant a la valeur 
approchée de la racine cherchée, et faisant x =: a^p ^ on aura 
une transformée en p , dont la plus petite racine pourra se déter- 
miner par la méthode précédente ; et cette racine, jointe à la pre- 
mière valeur approchée , donnera la racine cherchée. Mais on ne 
saurait trouver les prcrriiêres valeurs qu'en &isant usage des méthodes 
que nous avons données ; et ces valeurs étant une fois connues , il 
est bien plus exact d'employer la méthode d'approximation du cha- 
pitre III : aussi ne suis- je entré dans ce détail sur la méthode d'ap- 
proximation tirée des séries récurrentes, que pour ne rien laisser a 
désirer sur le sujet dont il s'agit. 

8. Si l'on veut appliquer la méthode précédente à l'exemple de 
Newton, on prendra d'abord la transformée p^ -f- 6/7* ^ lop .^ i 
( Note précédente ) ; et comme on sait que la racine réelle est 
moindre que 0,1 , il s'ensuit que le produit des deux autres ra- 
cines qu'on sait être imaginaires , sera > — > 10, puisque le 

o, I 

dernier terme i est le produit des trois racines ; ainsi on est assuré 
que le carré de la racine cherchée est beaucoup moindre que le 
produit des deux racines imaginaires. On formera donc la série 
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récurrente par le moyen de la fraction Jlg >,! 3> ®^ ^'^^ 

aura les termes lo, 11:29 ii83, ia5i3, i3a33o, etc. ^ qu'on peut 
continuer aussi loin qu'on veut par l'échelle de relation 10, 6 , i ; 
chacun de ces termes, divisé par le suivant, donnera les fractions 

— 1 —00 1 — F — 9 etc. • qui , étant réduites en décimales , devien- 
iia' iio3' 12013' 7^7 7 

nent 0,089, 0,09467, 0,094549 > 0,09455 15, etc. Or nous avons 

vu , dans la Note précédente , que la méthode de Newton donne pour 

la valeur de p la série convergente 0,1 , 0,946, o,09455i47 , etc., 

d'où l'on peut juger de l'accord des deux méthodes. £n efièt, nous 

ferons voir plus bas que ces méthodes , quoique fondées sur des 

principes différens, reviennent à peu près au même dans le fond, 

et donnent des résultats semblables. 
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Sur la Méthode de Fontaine , pour la. résolution des 

équations. 

CiOBCHE on ne fait point usage de cette méthode, qui est d'ail- 
leurs peu connue , je pourrais me dispenser d'en parler ici ; mais 
le nom de l'Auteur et la manière dont il Fa annon<iée, m'engagent 
a en donner une idée abrégée j et à examiner les principes sur 
lesquels elle est fondée. Je la donne, dit -il, potàr Vémafyse en 
entier que Von cherche si inutilement depuis Forigine de F Algèbre. 
Voyez les Mémoires de l'Académie des Sciences , pour l'année 1 747 , 
page 665. 

I. Cette méthode a deux parties. Dans la première, l'auteur con- 
sidère les équations comme composées de facteurs simples, réels 
ou imaginaires de la forme xdL a^ x zhadbb )/*— i , et conte- 
nant un certain nombre de quantités réelles positives et inégales, 
a, by c j etc. Il parcourt toutes les combinaisons possibles des 
dififérens facteurs qu'on peut former de cette manière , et il cherche 
pour chaque système de facteurs, dans les coefficiens de l'équation , 
les conditions qui sont propres à ce système , et qui peuvent le 
distinguer de tous les autres. Il forme ainsi des tables qui con- 
tiennent tous les différens systèmes de facteurs, et les conditions 
qui leur appartiennent ; de manière qu'une équation quelconque 
étant proposée^ dont les coefficiens sont donnés en nombres, on 
puisse tout de suite reconnaître quel est le système de facteurs dont 
elle peut être composée. Ainsi on saura sur-le-champ combien elle 
a de racines réelles inégales ou égales , positives ou négatives , et 
combien elle en a d'imaginaires avec la forme de chacune des ima- 
ginaires. 

3. Pour donner une idée plus nette de ce que je viens de dire, 
à ceux qui ne sont pas à portée de consulter le Recueil des Mé- 
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moires de Fontaine ^ je vais rapporter ici la table des équations 
du second degré y avec un précis de la méthode par laquelle Tau-* 
teur l'a construite; ensuite je ferai quelques remarques sur cette 
méthode. 

Dans les formules suivantes , les lettres m, /i et a, 6 désignent 
des nombres ou des quantités quelconques positives , et l'on suppose 
que a est toujours une quantité plus grande que b. 

{x+a) {x+a) m»— .4/teso , 

(x+a+a^/— i) (jc+fl — a\/— i) . . . w* — a/iso , 

x*^mx + n=i{ f ^+^^ (^+ *) • '^•— 4 '»> o , 

(x+i-{-«V^ — i) {pc+b — «v/ — i) m* — a/i<o , 
a:' + ma: + /i = {x+a) (x— A) , 

(or— fl) {x — a).. m* — 4''=^ ? 

(ar— /î+av/— i) (a>— a— fl\/— i), . . yii*-f-2/2=o , 

l m" — a/»>o , 
(o:^ — H-^V^ — (^— i — a^ — i) m^ — 2/!i<o, 

x'+n =5 (ar-t-ay/ — i) (or— ^v/— i), 

On voit d'abord dans cette table toutes les combinaisons possibles 
des différens facteurs^ qui ne peuvent être ici que xdba^ xdsb^ 
ou ordbasbav/— I , xdcazhb{i^-^i et xdzbdza{/ — i. 

Pour savoir à quelle forme d'équation chaque combinaison pou- 
vait se rapporter , on a développé les produits y et on les a comparés 
aux équations , en disant attention que la quantité a doit être plus 
grande que b. Jusque là, la méthode n'a de difficulté que la lon- 
gueur du calcul; et tout Fart consiste à trouver les caractères ou 
conditions propres à chaque combinaison. 

Ces conditions sont de deux sortes; les unes sont données par 
des équations déterminées , comme /ti*— 4^^ = ^ ? ^^ m* *— an =s o , 

i8.. 
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ce sont celles qui ont lieu lorsqu'on suppose que la quantité b de- 
vient nulle, ou devient égale à a. Elles ne sont pas difficiles à trou- 
ver : car, comme ces suppositions détruisent une des deux indéter- 
minées a y by en faisant la comparaison des termes résultans du 
produit des facteurs avec ceux de Féqualion, on a une équation de 
plus qu'il n'y a d'indéterminées; de sorte que, par l'élimination, 
on parvient nécessairement à une équation de condition ; c'est ainsi 
que les facteurs égaux (.r+a) (x+a) donnent la condition m*— 4/ï=o, 
et que les facteurs (a:+ a + ay/— i), (x-f-a — av^~i) donnent 

m* -— 2/2 = o. 

Les autres conditions dérivent de celles-ci, en changeant le signe 
d'égalité dans celui de majorité ou de minorité. Elles résultent de 
cette considération, que si une fonction des coefficiens m et n 
est nulle lorsque a =6 ou 6 = 0, elle sera plus grande ou plus 
petite que zéro lorsque a sera plus grand que bj ou b plus grand 
que zéro. 

Ainsi , comme le système (x ^ a) (x ^ a) peut résulter 
de celui-ci (jc + a) (a? + i), en faisant b z=z a ^ ou de celui- 
ci {x '^ a + b v/-— i) (x + a — b {/ — i ) ; en faisant i = o , la 
fonction m' — 4^* > fl^i ®st nulle pour ce système-là , ne le sera 
plus dans ces deux - ci ; et l'on trouve que cette fonction est posi- 
tive pour le système {x -{-a) (x ^ b), et négative pour le système 
(a: + a + *V/-^i) (x^a — b\/ — i). 

L'auteur suppose , comme un principe général , que la fonction 
qui est nulle dans le cas de la coïncidence de deux systèmes, sera 
toujours plus grande que zéro dans l'un, et moindre que zéro dans 
l'autre , et il détermine par un exemple particulier celui des systèmes 
où elle est positive, et celui où elle est négative; mais cette propo- 
sition ne peut pas être admise sans démonstration; et il y a même de 
fortes raisons de douter qu'elle soit vraie en général. 

Dans les cas dont il s'agit , on en peut prouver la vérité : 
car le système (jc-f-a) (ar + ô) étant développé , donne 
^ + (^ + b) X + ab'j donc uizzrfl+ft, /i=^, et par consé- 
quent m* — ^n:^{a — i)*, quantité toujours positive. De même, 
le système 

(jc+a + ^V^— (x+a — J|/— 1) ssx'-f- 200: + «' + *•> 
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donne m = aa , n = a* + i*, et /w' — 4^ = -* 4^*j quantité tou- 
jours négative. On peut démontrer de la même manière les autres 
conditions pour les différens systèmes des équatiops du second degré. 

3. L'auteur a appliqué les mêmes principes et la même méthode 
aux équations du troisième et du quatrième degré, et il a donné 
pour ces degrés des tables semblables à celle que nous venons de rap- 
porter. Voyez le Recueil de ses Mémoires, imprimés en 1764. 

L'étendue de ces tables augmente en proportion du nombre des 
combinaisons des différens facteurs; et la recherche des conditions 
propres à chaque combinaison ou système, devient d'autant plus diffi- 
cile, qu'il arrive souvent que les conditions qui résultent de l'égalité 
de quelques-unes des quantités a, b, c^ etc., qui sont censées for- 
mer une série décroissante , ont lieu pour plus d'un système à la fois, 
et qu'il est alors nécessaire de trouver des conditions pour distinguer 
ces mêmes systèmes entre eux. 

L'auteur ne donne aucune règle générale sur cet objet; il se 
contente d'essayer successivement les fonctions les plus simples des 
coeificiens m, /i, /?, etc. de l'équation, jusqu'à ce qu'il en trouve 
une qui soit nulle dans le cas commun k deux systèmes, et qui 
soit plus grande que zéro dans l'un , et plus petite que zéro dans 
l'autre. 

C'est ainsi, par exemple, qu'ayant trouvé pour l'équation 

x^ + mx* + nx^p^sso que les deux systèmes (jc+a) (:r-|-i) (x^b) 
et {x^a)(x^à)(x-{'b) ont là même équation de condition 

4(/w' — 3n) (— 3mp 4- n*) — ('w/j — gpY = o , 

il cherche une fonction de la forme Am*-f-B/», ou A/w'+B/W2+C/?, 
ou etc., telle qu'elle soit = o dans le cas commun dea=:£, et 
qu'elle soit >o pour le premier système, et < o pour le second; 
il trouve celle-ci, am' — gm/i-j- 27;^?, qui satisfait à ces deu:: 
conditions. 

Quoique l'auteur soit parvenu k trouver ces fonctions pour tous 
les cas des équations du troisième et du quatrième degré, on peut 
douter qu'il soit possible de les trouver en général dans les équations 
des degrés supérieurs; du moins il n'est pas démontré qu'il existe 
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toujours nëcessairement des fonctions qui aient ces propriétés : ainsi 
ia théorie peut être aussi en défaut de ce côté. 

4. Au reste, on peut trouver directement les conditions précédentes; 
car, si l'on suppose que l'équation 

x^ 4- ma:' ^ nx -^ p ^s^ o 

ait un facteur double ( j? -f« et )* , il n'y aura qu'à diviser le polynôme 
or* -H mx^ '^nx^p par x^ + 2(tx + «' , on trouvera le quotient 
X ^ m"^ 20L^ et le reste 

(/î — a* — 2ma + 4«') ^ + ;> + ao* — /iia'j 

ainsi, il faudra faire séparément 

3a* — 2met -{« n = o , 
2a? — ma' -4~ Z' = o; 

d'où Ton tire et = ^,~^ . 

Cette valeur, substituée dans la première équation, donne 

(mn — g/?)' + 4 C'^* — 3/î) (5m;? — n') = o ; 

ce qui est la condition commune aux deux systèmes. 

Maintenant , comme le quotient x -^ m '^ 2a fixme le facteur 
inégal de l'équation , on fera et = detm— aet;=a pour le système 
(a: H- a) (jc + *) (^"l-*)> etet = ii, m— -^ass^ pour le sy- 
stème (jc+ a) (x ^ a) {x +^); donc, puisque par l'hypo- 
thèse a ^ 6 , on aura pour le premier système m — 2e( ^ a , oa 
m — 5a > o , et pour le second m — 3a < o. 

Mais en substituant la valeur de a , on a 

mr — on 

d'un autre côté, il est facile de s^assurer que , pour les deux systèmes, 
on a m' — 5/1 > o; car le système (x ^ a) (x '+• ^) (^ + ^) 
donne m =: a -|- a& , ti = :2ai -|- 6' , comme il résulte du dévelop- 
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pement : donc 

m* — 3/1 = a* — aaô + i* s= (a — *)'; 

et comme pour l'autre système il n'y a qu'à changer a en b ^ on 
aura de même m* — 3/i = ( a -— 6 )*. Donc les- conditious pour les 
deux systèmes seront simplement 

2m} — gmn + 2'jp > o pour le premier , 
arn^ — g/ii» + 2'jp < o pour le second^ 

comme Fontaine l'a trouve. 

5. Msùs les conditions mêmefi qui résultent de légalité de quel- 
ques-unes des quantités a^ b^c^ etc.^ ne sont pas toujours par- 
ticulières aux systèmes dans lesquels ces égalités ont lieu, comme 
Fontaine le suppose ; ce qui détruit un des principaux fondemens de 
sa théorie. 

Par exemple , il trouve dans le troisième d^ré que ^ pour l'é- 
quation 

oc? -j- ma^ — nx — /? = o , 

la condition 

a/»' — w/i — ;e> == o 

est particulière au système 

et doit le distinguer de tous les autres. Mais j'ai reconnu que 
oette condition a lieu aussi pour tout système de la forme {x ^ a) 
(ar — i) (ar-|-^)>qaise rapporte à la même formule d'équation , 
lorsque a + c = a6 ; ce qu'on peut aussi prouver à priori. 

Ainsi , si l'on a l'équation a? + ax* — 5j: — 6 œi o , 
comme elle satisfait à la condition dont il. s'agit , puisque en 
&isant msa^/isS,;? = 6, onaa.8— -a.5— -ôsso, on 
pourrait conclure de la tahle de la page 546 du Recueil des Mé- 
moires de Fontaine , que cette équation a trois facteurs de la forme 

(x — a) (x-f-â+i |/— i) (or-f-a— i v/ — i), 
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et que par conséquent elle a deux racines imaginaires j tandis qu'elle 
a au contraire les trois facteurâ réels 

(x + 5)(a: — a)(ar+i). 

On doit dire la même chose de la condition 

+ 2U3\5.'jnp^q — y.fp^ + 2*.5V = o, 

que Fontaine trouve (page 568) pour le caractère conmiun des deux 
systèmes 

(jc4-fl) (a? — è) (ar-p*i + c|/ — i) (a:— 4— .c|/ — i), 
et(x + a) {x — c) (or — c + i \/ — i) (x— c — b \^ — i), 

appartenant à la formule 

x^ — nx^ + px — • y = o. 

Cette condition n'est pas particulière à ces deux systèmes ; elle a lieu 
aussi dans tout système de la forme 

{x + fl) (ar — b) [x — c) (jc — rf), 

appartenant à la même formule d'équations (page 55a), pourvu que 
l'on ait 3 4" ^ = ^^ ; c'est ce qu'on peut trouver à priori ; mais ce 
détail nous mènerait trop loin. 

6* On peut conclure de ces observations , qu'il n'est pas toujours 
possible de trouver les conditions qui distinguent chaque système 
de facteurs de tous les autres ^ en ne considérant dans les quan* 
tités a y b jC y etc. , qui entrent dans ces facteurs , d'autres rapports 
que ceux d'égalité ou d'inégalité, suivant la théorie de Fontaine. 
Mais, quand on le pourrait, le travail pour les trouver dans les 
degrés au-dessus du quatrième , serait immense , et ne serait pas 
même utile pour la résolution numérique de3 équations, comme 
nous allons le montrer en examinant la seconde partie de la 
Méthode. 

7. Dès qu'on aura trouvé, comme l'auteur le suppose, la forme 
de chaque facteur de l'équation proposée, il n'y aura plus qu'à 
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déterminer les valeurs des quantités a^ b^ Cy etc., qui entrent dans 
ces facteurs y et qu'on sait être toutes positives et inégales ; et 
voici comment il s'y prend. Il développe le produit des fiicteurs , 
et le comparant à l'équation proposée , il a autant d'équations 
qu'il y a d'indéterminées a , b y c , etc. , il élimine toutes ces 
quantités, hors deux, qu'il se propose de déterminer : il a ainsi 
deux équations entre ces deux quantités ; il fait la plus grande de 
ces quantités = Ret , et la plus petite = R)3 j et éliminant R y 
il a une équation homogène eu oc et j3 , dans laquelle il substi- 
tue x^ ^ jr pour etyetz<p^u pour /3. 

11 suppose d'abord enj?= 1.^ = 0, 2 = 0, z£= i;ila une 
équation en ^ , dans laquelle il fait successivement ^ :z= i, 2, 3, etc., 
jusqu'à ce qu'il trouve deux résultats de signes contraires ; alors il 
fait ^ = A, A étant le plus petit des deux nombres qui ont donné 
des résultats de signes contraires : donc ctss A, )3 z= i. 

Il fait ensuite a: = A y jr :=: i,z= i, i/==o; et dans l'équation 
résultante en ^ , il cherche de même deux substitutions qui donnent 
des résultats de signes contraires : nommant B le plus petit des deux 
nombres , il fait Ç> = B } donc a =: AB -4- i , /3 = B. 

11 continue de la même manière , en faisant a: =s à la dernière va- 
leur de a ,^ à l'avant-demière , z = à la dernière valeur de /3 , et w à 
l'avant-dernière. 

Substituant ensuite successivement ces valeurs de a et /3 dans l'ex- 
pression rationnelle de R qui résulte des deux équations, on a celles 
de a et b y d'autant plus exactement, que les opérations sur et et /3 ont 
été poussées plus loin. 

Pour en donner un exemple, je vais rapporter celui que l'on trouve 
dans les Mémoires de l'Académie de 1747» page 672. 

Soit l'équation a:* — 3a: -f» i = o ; comme elle se rapporte à 
la formule x^ — mx + /i , en faisant ttz = 3 , /z = i , si l'on exa- 
mine les conditions relatives à cette formule ^dans la table donnée 
ci-dessus, on trouve que celle-ci /?!■• — 4^* = o a lieu; d'où l'on 
conclut que les deux facteurs sont de la forme (X'—a) (x^^b). 
On a donc en développant a-4-^=3eta^ = i. 

Soit a =3 «R, i = i8R, on aura R (ct-|-j3)=3, R*ai8 = i j 

«9 
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donc R = jx^ et gajS = ( « + /9 )•; savoir, 

«• — yctjS + /3» = o, 

011 l'on fera * s= a:^ + y et /8 =: 2^ -|- «. 

Soit , 1®. a: = i,^s=o,2=:o, iis= i; donc a s= ^ , /S = i ; 
substituant ces valeurs, on a f * — 7^ H* i =3 o; faisant Ç> := i , 
2 , etc. j jusqu'à Ç> = 6, on a des résultats négatifs; mais Ç =s j 
donne le résultat i ; donc ç> ss 6 , donc et ^ 6 , jS = i , 

7 

2^. j: = 6, ^ = 1 , 2 = I , u = o; donc a = 6^ + i , j8 = ^ , 
et l'on a l'cquation 5^* — 5ç> — i =0. 

Ici f = I donne le résultat — i , ^ sss a donne 9 : donc f =: i ; 
et de là oc = 7 , /8 = i , R = g. 

3^. or = 7, ^=6,2= i,tt= i j donca = 7^+6, j8 =^ + 1 ; 
et substituant, on a l'équation Ç)* — 5^ — 5 = 0. Faisant Ç> = i , 
J2 , etc. , jusqu'à ^ = 5, on a des résultats négatifs; mais ^ = 6 donne 

3 
le résultat i ; donc (p = 5 , et de là a =4^9 iS s= 6, et R = -r- , 

et ainsi de suite. 

8* Telle est la méthode d'approximation que Fontaine a donnée 
sans démonstration dans son Mémoire de 17479 et qu'il a redonnée 
de mcme dans le Recueil de ses Mémoires. Elle suppose, comme 
l'on voit, que l'on peut toujours, par la substitution des nombres 
I , a , 5 ^ etc. , au lieu de ^ dans les différentes équations en f , 
trouver deux nombres qui donnent des résultats désignes différens; 
ce qui , par ce que nous avons démontré dans le chapitre P', (n® 5 
et suivans) n'a lieu qu'autint que ces équations ont des racines 
positives dont la moindre différence est plus grande que l'unité. 
D'après cette considération, il est Êicile de trouver des exemples où 
la méthode de Fontaine sera en défaut. 

Soit , par exemple , l'équation 

x* — ax* — a5 op-f- 60 =0, 
quise rapporteà la formule x^ — mx^ — no: -h /^, en faisant ms 2, 
» = a5, ;> = 60. La table de la page 547 ^^ Recueil des Mémoires 
de Fontaine, donne ces trms conditions 
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4{m' H- 5/i0 (»• 4- 5m;;) — ( ^ /n/i + gp)- > o, 

mn — ;?<o, m* — /»<o, 

pour le système (^ + ^) (^ -^ ^) (^ — c) , lesquelles se trouvant 
remplies ici ^ il s'ensuit que ce système est celui de l'équation 
proposée. . 

Pour trouver les trois quantités positives et inégales a^ B, c^ etc. , 
on comparera le produit des&cteurs 

a:^-|-(a — i — c)x*H-( — «i — flc-f- bc) x -|- abc 

avec l'équation donnée , on aura ces trois équations 

a— 6— .c = — -a,— -ni — ^c-^6£7==-— aSet abc = 6o. 

Éliminant c , on aura c = £i-— &+3,etles deux autres équations 
deviendront 

a* — * £iA + i* + 2 (a — i) =: 23 , 
(a — ô ) fli + 2fli = 6o ; 

et faisant a = â(R , i = /3R , on aura 

R* (a* — aj3 + ^* ) 4- 2R ( a — /8 ) = a5 , 
R3 (a _ j8) aj3 + 2R» a^ = 6o. 

Enfin , éliminant R, on aura une équation homogène du sixième 
degré en a et jS^ réductible à cette forme 

[2o(a'4-i3*)~4 1 (ctjS) (i 5a*+i3*)— 34«i8] [i 2(cf+i9*)H-a5ai8] = o. 

Maintenant on fera ; suivant Fontaine , a = x^ -{- jr ^ 
/S == z9 + 1^9 et on supposera dans la première opération ^ =s i , 
jr-:=:o,z = o, zi=s i;ce qui donne et = ^, j8 ;= i : l'équation 
sera donc 

[2o((p-+i)— 4i(p] [i5((p*+i)— 54(p] [i2((p-H-i)+25(p] = o, 

et il faudra Êiire successivement ^ =s 1 9 3 1 5 , etc. , jusqu'à ce que 
l'on trouve deux valeurs de ^ qui donnent des résultats de signes 
contraires ^ ce qui n'arrivera jamais , les résultats étant toujours posi- 
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tifs comme il est facile de s'en convaincre par la mnple inspection 
de l'équation. Ainsi la métbode sera en défaut dès la première 
opération* 

Il est aisé de voir qu'on ne peut avoir des résultats négatifs qu'en 
donnant à <p une valeur intermédiaire entre i et 2. Par exemple en 

faisant sss - , on trouve le résultat — \z — ; mais cela est con- 

traire à l'esprit de la méthode de Fontaine, qui suppose que a et /3 
sont toujours des nombres entiers. D'ailleurs , si l'on voulait ad- 
mettre pour ^ des nombres fractionnaires , il serait bien plus simple 
d'opérer immédiatement sur l'équation proposée , en cherchant deux 
valeurs de l'inconnue qui donnent des résultats de signes contraires; 
mais la connaissance de la forme des facteurs, qui est l'objet des 
Tables de Fontaine , devient inutile pour cette recherche, et la 
difficulté du problème demeure en son entier. 

Nous remarquerons encore que, puisque dans la première opération 
on fait 9 == 7 = Â 9 l'équation en ^ sera toujours , généralement par- 
lant , d'un degré plus haut que l'équation proposée ; car si a et & 
sont deux racines réelles^ les racines de l'équation en ^ seront tous 
les quotiens qu'on peut former en divisant une racine par l'autre ; 
de sorte que si m est le degré de la proposée , m(m — i ) sera celui 
de l'équation en ^, laquelle sera d'ailleurs nécessairement du genre 
des réciproques. 

Mais si a étant une racine réelle , b était la partie réelle de deux 

racines imaginaires , alors r serait le quotient d'une racine divisée 

par la demi-sonmie de deux autres racines , et l'équation en ^ serait 
du degré "'("-'H"*-''). 

g. Au reste , comme l'équation en et et /3 , que l'on trouve par le 
procédé de Fontaine , est nécessairement une équation homogène , 

elle n'a , à proprement parler , qu'une seule inconnue - et la substi- 

tution de ^ + J^ à la place de et, et de z^ + u k la place de 

^ , revient à substituer immédiatement *^ . ^ à la place de l'incon- 
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nue de cette équation ; or , cette formule est V expression générale des 
fractions convei^entes qui résultent d'une fraction continue^ dans 
laquelle (p représente successivement les dénominateurs de cette 

fraction, et -, - sont les deux fractions successives qui précèdent 

la fraction T^ > comineil résulte de la théorie connue des fractions 
«^ + 1*' 

continues* Ainsi, il parait que Fontaine a cherché à exprimer le 
rapport entre les quantités a et fi , qui est le même que celui 
entre les quantités a etb y par les fractions convergentes dépendantes 
des fractions continues ; mais la difficulté consiste à déterminer 

les valeurs de (p lorsque la fraction t n'est donnée que par une équa- 
tion. Voyez ci-dessus l'article IV (n*'78). 

Je me suis un peu étendu sur l'analyse de la Méthode de Fontaine y 
parce que je ne connais jusqu'à présent que deux auteurs qui 
en aient parlé, d^Alembert dans l'Encyclopédie, au mot Équa- 
tion , et Condorcet dans l'Histoire de l'Académie des Sciences 
pour les années 1771 et 1773, et que l'un et l'autre se sont con- 
tentés de jeter des doutes sur cette méthode , sans donner les 
moyens de l'apprécier. 
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NOTE VIII. 



Sur les limites des racines des équations ^ et sur les 
caractères de la réalité de toutes leurs racines. 



La recherche des limites des racines est le premier problème 
qui se présente dans la théorie des équations , après celui de 
leur résolution générale. Gomme cette résolution est bornée jus- 
qu'ici au quatrième degré , et comme il est démontré , par la 
considération des fonctions des racines, que si eUe est possible 
au-delà de ce degré, ce ne peut être qu'en résolvant des équations 
d'un degré beaucoup plus élevé , ce qui donnerait des expressions 
intraitables par leur complication : on peut dire que c'est du pro- 
blème des limites que dépend maintenant tout l'art de résoudre les 
équations. En eflfet , dès qu'on a trouvé des limites particulières 
pour chaque racine, on peut les resserrer par des substitutions suc- 
cessives, et approcher ainsi de la valeur de la raciue autant que 
l'on veut. 

1. On a senti, avant la fin du dix-septième siècle, la nécessité de 
s'occuper de ce problème , et dés qu'on eut trouvé que l'équation , 
formée en multipliant chaque terme d'une équation donnée par 
l'exposant de son inconnue, renferme les conditions de l'égalité 
des racines de la proposée , on découvrit bientôt que les racines 
de cette même équation ainsi formée étaient les limites de celles 
de l'équation primitive. On sait que Hudde est l'auteur de la pre- 
mière de ces deux importantes découvertes ; et je crois que la 
seconde est due à Rolle, qui l'a donnée dans son Algèbre , im- 
primée en 1690, et qui en a fait la base de sa méthode des Cascades. 
Suivant cette méthode , les limites des racines d'une équation dé- 
pendent d'une équation d'un degré inférieur d'une unité , et les 
limites des racines de celle-ci dépendent de même d'une autre 
équation d'un degré moindre d'une unité , et ainsi de suite ; de 
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fiorte que, pour paryenîr aux Umites des racines de Fëquation 
proposée , il faut résoudre des équations différentes et succesÂTes , 
qui vont toujours en baissant d'un degré. Voyez V Analyse démon- 
trée de BeyneaUj où cette méthode est ej^posée avec beaucoup de 
détail. Mais la longueur du calcul qu'elle demande , et l'incertitude 
qui naît des racines imaginaires ^ l'ont fait abandonner depuis long- 
temps 3 et l'on aurait peut-être été obligé de renoncer à avoir une 
méthode générale pour résoudre les équations y si l'on n'avait pas trouvé, 
pour déterminer les limites des racines, un moyen indépendant de la 
résolution de toute équation, comme on l'a v.u dans le Cliapitre I'** 
et dans la Note IV*. 

La considération des maxima et minima des lignes parabo- 
liques a conduit Stirling à une méthode pour déterminer le nombre 
et les limites des racines réelles du troisième et du quatrième degré, 
laquelle a été généralisée par Euler , dans son Calcul différentiel. 
Cette méthode revient à celle de Rolle dans le fond ; mais elle 
embrasse également les racines réelles et les racines imaginaires, 
et pourrait fournir des formules générales pour distinguer ces ra- 
cines dans les équations du cinquième degré, au moyen des racines 
du quatrième. 

La même considération a fait trouver à De Glu une méthode 
pour déterminer les caractères de la réalité de toutes les racines d'une 
équation quelconque. {Mémoires de t Académie des Sciences ^ anr^ 
née 1741O 

Nous avons vu que ce problème peut se résoudre aussi par le moyen 
de l'équation dont les racines sont les carrés des différences entre 
les racines de l'équation donnée ; mais cette soluti on est fondée sur 
la forme même des racines imaginaires, au lieu que la théorie de 
De Gua est indépendante de cette forme; et sa méthode a, déplus, 
l'avantage de n'eiiger que le calcul d^êqualions de degrés inférieurs à 
celui de l'équation proposée. 

Comme ces différentes méthodes sont intéressantes par ellea-mémes^ 
et encore plus par l'usage dont elles peuvent être dans plusieurs oc- 
casions^ j'ai cru qu'on serait bien aise de les trouver ici réunies, et 
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déduites d'une même théorie, formée uniquement sur les premiers 
principes de l'analyse des équations. 

2. Soit en général Fx une fonction rationnelle et sans diviseur, 
telle que 

jf + Aa:--' + Bop— • + CxT^^ + etc. + Vj 

si l'on nomme a, /3, y, etc. les racines réelles de l'équation Fj?=o, 
c'est-à-dire les valeurs de x qui peuvent satis&ire à cette équation , 
on aura l'équation identique 

Fj:=(j: — a) {x — fi){x — y) xfx , 

fx étant une pareille fonction de x , mais d'un degré moindre que m , 
et qui ne pourra jamais devenir nulle ni négative , quelque valeur 
qu'on donne a x { Note II ). 

Cette équation devant avoir lieu , quelle que soit la valeur de x , 
elle aura lieu aussi en mettant x ^ i à la place de x , quelle 
que soit la valeur de i; donc, développant les fonctions suivant 
les puissances de i, il faudra que tous les termes affectés d'une 
même puissance de i se détruisent mutuellement ; ce qui donnera 
encore autant d'équations identiques qu'on pourra trouver ainsi 
par le développement actuel. Mais comme ces nouvelles équations 
ne sont autre chose que celles que nous avons appelées dérivées p 
dans la Théorie des fonctions , nous emploierons ici, pour plus de 
simplicité, la notation et l'algorithme de cette théorie; et l'appli- 
cation que nous allons en faire aux équations fournira un nouvel 
exemple de son usage dans l'Algèbre, dont elle n'est proprement 
qu'une branche. 

3. Désignons, pour abr^er, par ^x la fonction 

(x-et)(a:-^/3)(jp->)(a:-cr) , 



on aura l'équation identique Fxzsi^x X^; d'où l'on tirera sur-le- 
champ l'équation dérivée 

V'x=i^'x Xfx^^x X/'x; 
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et l'on trouvera 

<p'x = (or— i8) {x — 'y) (x — cT) .... +(jc— a) (x — y) {x — cT) .... 
-I- {x — cl) {x — ^) {x — cT) . . . .+{x — a) (x — ^) (a:— ^) .... 
etc. 



Supposons que les racines a, /3^ y^ etc. soient rangées par ordre 
de grandeurs, en commençant par les plus grandes positives, et 
finissant par les plus grandes négatives. Il est facile de voir^ par 
la nature de la fonction ^^x , qu'en fieiisant x^za^ on aura (p'x ^ o, 
qu'en Élisant a: == /3 , on aura ^*x <C o , qu'en &isant xz=iy ^ on 
aura (p'x >> o , et ainsi de suite. D'un autre côté , en faisant 
j? = â(, /S, y ^ etc., on a toujours ^ar=o etjx'^ o, par la nature 
de ces fonctions. Donc 

a: = â( donnera ¥'x > o , 

X z= fi F'ar < o, 

X =: y F'x > o , 

et ainsi de suite. 

Or , en prenant la fonction dérivée du polynôme Frc , on a 

r'xzss^maf'Tj 4- (m— i) A^-* H- (/w— 2) Ba:*-» + etc. -f- T ; 

donc l'équation Vx = o , qui est du degré /ii<— i , aura nécessaire- 
ment des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des racines 
<t et j3, fi et >, y et cT, etc. (Note I"). 

4* Désignons par «^ 9 /^i 9 ^i 9 etc. les racines réelles de l'équation 
F'x = o , et l'on démontrera de la même manière que 

X ^=s a^ donnera F'x >' o, 

X = fi, F'« < o, 

X = >, F^x > o , 

et ainsi de suite. 

D'où il suit que l'équation F'x = o , dans laquelle 

T"x z= m{m — i)x*"* + (/7i — . 1) (m — t^^hx^^- 
+ (/7i— 3) (/?! — 3)B«r-lHr etc. -}- aS, 
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aura aussi des racines réelles qui tomberont entre les valeurs des ra- 
cines Ag et /3,, jS| et 7i, etc. y et ainsi de suite. 

Il résulte de ces formules, différentes conséquences que nous allons 
développer. 

Si l'équation primitive Fx=o a deux racines égales, Féqua- 
^on dérivée F'j?:^so aura une racine qui, devant tomber entre 
ces deux, leur sera encore égale 3 par conséquent, le fiicteur qui 
ddntièndra ceCte racine, sera un diviseur commun des deux poly- 
•ridines T^ et F'i3t;-ce qui est d'aiUéws évident, parce que le 
polytiome Fx conteriatit le'&cteur carré (;r— «)*, le polynôme F'jc 
dtmliendra encot^ le facteur simple ^— -*a. Ainsi Féquation F'or ss o 
'irënfeiilie la cotidkidn pour qu'une des racines de Téquation F^rss o 
soit double. 

On prouvera, de la même manière, que si l'équation ¥x = o 
a trois racines égales, le.fiBicteur qui contiendra cette racine sera un 
diviseur commun des trois polynômes F;r, F^jr et ¥"x^ et que les 
deux équations F'orssso, r"j? = o contiennent lés conditions pour que 
l'équation F;r = o ait trois racines égales^ et ainsi de suite; ce qui 
donne les théorèmes connus sur les racines égales. 

5. Considérons d'abord les racines réelles de l'équation Fx = o, 
en tant qu'elles peuvent être positives et négatives, et supposons 
qu'elle en ait un nombre p de positives, et un nombre ç de né- 
gatives. Donc l'équation F^or ^s o aura nécessairement p — i racines 
réelles positives ,9^—1 racines rédles négatives , et de plus une 
racine réelle qui pourra être positive ou négative ; car puisque , entre 
'deux 'tàciaes coûsécûtives de l'équation Farso, il en tombe néces- 
sairement une de Péquatiôn F'a:s^o, il en tombera ;>— i positives 
entre les p positives , ^ «— i négatives entre les q négatives, et une 
entre la plus petite positive et la première native, qui pourra être 
positive ou native. 

Donc , si l'équaâon Fx =: o a plus de racines positives que 
l'équaticm F'x = o , elle ne peut en avoir qu'une de plus , et sL 
elle a plus de ^ racines négatives que celle-ci , elle n'en peut avoir 
qu'une de plus» 

Or, commé^'ièiité 'équation A' toujours un liicttïdihre "paii^^ ou impair 
de racines poftitîvès , suiviKt que * ^doh * dërïiîer"fthrtôe est positif oa 
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négatif ( Note II ], il s'ensuit que si les derniers termes sans x des 
équations Fo? = o , WxzsiOy sont de même signe , Féquation Hx 
ne pourra pas avoir une racine positive de plus que l'équation. .. 
Vx =1 G } donc , dans ce cas , elle ne pourra avoir qu'une racine 
native de plus que cette dernière équation , et par conséquent aussi 
elle ne pourra avoir une racine positive de plus que celle-ci, que 
dans le cas où les derniers termes des mêmes équations seront de signes 
différens. 

Donc, en général, l'équation Far=o ne pourra avoir qu'une 
racine positive ou négative de plus que l'équation F^xsso, suivant 
que leurs derniers termes sont de signes dififérens ou de ■ même signe* 
Par la même raison, l'équation F'â; = o ne pourra avoir qu'une 
racine positive ou négative de plus que l'équation F'a: = o, suivant 
que leurs derniers termes seront de signes différens ou de même signe, 
et ainsi de suite. 

Or on voit , par les formules ci - dessus , que le dernier terme 
de l'équation Fj:=:o est Y, que le dernier terme de l'équation 
Wx = o est T , que le dernier terme de l'équation "E^'x s= o est :iS , 
et ainsi de suite ^ de sorte qu'en prenant ces équations à rebours , 

la (ttî — 1 )^' aura pour dernier terme a. 3 (m — i) A, 

la ( m — 2 )*"• aura pour dernier terme 2.3 (/» — 2)B, 

la (m — 3 )*"• aura 2.3 (m — 3) C pour dernier terme , 

et ainsi de suite. Mais la ( /it — « i )*^ équation ou F^î=*^« =s o , 
devient 

2.3.4«««« /7W •{• I •2.3« • • • (/7t ^- i) A = o , 

qui a , comme l'on voit , la racine positive ou négative — • — , 

suivant que A est négatif ou positi£ Donc la ( m — a )^** équation 
ne pourra avoir uae racine positive ou n^ative de plus que 
celle - ci , qu'autant que B sera de différent ou de même signe 
que A. De même, la (/it •— 3)^^ équation ne pourra avoir une 
racine positive ou négative de plus que la ( m — 2 )*^, qu'autant 
que C sera de différent ou de même signe que B, et ainsi de 
suite. 

D'où l'on peut conclure que l'équation Yx ss o ou 

o* 4- karr^ + Ba:«-î -I- Gr-r-S 4- etc. -f- V = o. 
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ne peut avoir plus de raciaes positives ou négatives qu'il y a dany 
cette équation de termes consécutifs de différent ou de même signe , 
c'est-à-dire que de variations ou de permanences de signes; par con- 
séquent , si l'équation a toutes ses racines réelles , elle aura précisé- 
ment autant de racines positives que de variations, et autant de né- 
gatives que de permanences. 

C'est là le &meux théorème de Descaries , que les Anglais at- 
tribuent à Harrioty et dont on a différentes démonstrations données 
par De Gua, dans les Mémoires de Paris; par Segner eX, Epinus , 
dans ceux de Berlin ; par Kestner, dans le Commentaire sur l'Arith- 
métique de Newton, etc. J'ai rapporté la précédente, parce qu'elle 
découle naturellement de notre analyse; cependant la plus simple 
de ces démonstrations est celle que Segner a donnée dans les 
Mémoires de Berlin de l'année 1756. Elle consiste simplement à 
faire yoir qu'en multipliant une équation quelconque par or — a, 
on augmente d'une unité le nombre des variations de signe ^ et 
qu'en la multipliant par or-f-a, on augmente aussi d'une unité le 
nombre des permanences, quelle que soit la valeur des coefficiens- 
de l'équation. 

6. Nous allons considérer maintenant les racines de l'équation 
F^so, comme réelles ou imaginaires. 

Soient , comme ci - dessus , ct^ fiy yj etc* les racines réelles de 
l'équation Fjî = o , et a, , /8, , 7^,, etc. les racines réelles de l'équa- 
tion F^x = o , ces racines étant rangées par ordre de grandeur. 
Je dis que des racines a, /3, j', etc. il ne peut y en avoir qu'une 
cjui soit plus grande que ùl^ , qu'une qui tombe entre a, et jS, , 
qu'une qui tombe entre jS» et y^ , et ainsi de suite ; et enfin une 
seule plus petite que la plus petite des quantités a, , j8, , y^ , etc. 
Car si a et /3, par exemple, étaient à la fois plus grandes que et,, 
comme entre les deux racines a et fi û doit tomber nécessaire- 
ment une racine de l'équation F^j: = o , cette racine serait alors 
plus grande que cl^ j donc a^ ne serait plus la plus grande des ra- 
cines deF'x s=iOy oonmie on le suppose. De même, si deux racines 
fi et y tombaient à la fois entre les deux a, et /3, , comme entre 
fi et y y il doit nécessairement tomber une racine de l'équation 
Vx := o , cette racine tomberait aussi entre a, et /3, , contre l'hy- 
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pollièse, puisque celles-ci sont supposées se suivre relativement à 
leur grandeur, et ainsi de suite. Enfin, si plusieurs des racines a, 
j8, 3^, etc. se trouvaient plus petites que la plus. petite des racines 
^i> ^i7 y»y ^*^'j comme il tomberait nécessairement entre elles des 
racines de Téquatlon F'a: = o, ces racines seraient donc encore 
plus petites que la plus petite des mêmes racines et,, ^,, j^,, etc., 
ce qui ne se peut. 

Or, puisqu'on a en général 

Far = (a: — a) (a: — /3) (a: — >) xfx, 

il est clair qu'en substituant ât. au lieu de or , si aucune des racines 
a, jS, yj etc. n'est plus grande que a,, la valeur de Fx sera 
positive ; et si la seule racine a est plus grande que a, , la valeur 
de Fx deviendra négative , puisque , dans le premier cas , tous les 
facteurs simples seront positifs, et que, dans le second, il n'y en aura 
qu'un de négatif, le polynôme fx conservant toujours une valeur 
positive. 

Supposons ensuite qu'on substitue fit au lieu de ^ , et si aucune 
des racines a, /3, y^ etc. ne tombe entre a^ et /3, , cette substitu- 
tion donnera une valeur de Fx de même signe que la substitution 
de a, ; mais elle donnera une valeur de signe contraire, si une des ra- 
cines tombe entre et^ et jS^. Car il est visible que tout produit, comme 
(cL^ — <t) f/S^-— a) est toujours nécessairement positif, tant que la quan*. 
tité a est à la fois plus grande ou plus petite que chacune des quan- 
tités ct^, /S^ ; qu'au contraire, il est nécessairement négatif si la quantité et 
se trouve entre les deux quantités a^ et /3|, c'est-à-dire plus grande 
que l'une d'entre elles et plus petite que l'autre. Or, la substitution 
de a, , au lieu de x dans Fa: , donne 

(a, — a)(a.— ^) («. — >) X>., 

et In. substitution de /S^ ^^ li^u de x dans la même fonction , donne 

(/3.-«)(/3.-/3)(/3.->) x/fir, 

donc le produit de ces deux quantités, savoir, la.valeur de Fet^ x FjS, , 
sera de la forme 
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Donc ce produit sera positif si aucune des quantités et, /3, ^, etc. 
ne tombe entre les quantités a^ y j8t ; et il sera négatif si une 
seule des quantités tt, fi, y, etô. tombe entre les quantités «i, jS», 
puisque les quantités fa^ ^'^ ffix sont toujours, essentiellémept 
positives ^ par conséquent , les valeurs de Fa, et de F/S. seront 
de même signe dans le premier cas , et de signe différent dans le 
second. 

On démontrera de la même manière y que la substitution de y^ au 
lieu de x dans Yx, donnera un résultat de même signe ou de signe 
contraire à celui de la substitution de jS, , suivant qu'aucune des ra« 
cines et, fi^y^ etc. ne tombera entre jS. et >r,^ ou qu'il en tombera 
une, et ainsi de suite. 

Enfin , si l'on désigne par v. la dernière en grandeur des racines 
«1, fiij 7x9 etc., on trouvera, par l'expression de Fx en facteurs, 
que le résultat de la substitution de ti, au lieu de x dans Fx\ sera 
positif ou négatif, suivant qu'aucune des racines eu, /S, y^ etc. 
ne sera plus petite que v. , ou qu'il y en aura une plus petite 
que u, , le nombre de ces racines étant pair; et que, lorsque ce 
nombre sera impair , le même résultat sera , au contraire , positif 
ou négatif 9 suivant qu'une des mêmes racines sera plus petite 
que Ut , ou qu'aucune d'elles ne sera moindre que u». Or comme 
le nombre des racines imaginaires est toujours pair, le nombre 
des racines réelles «t, /3, y, etc. de l'équation Fx =s o, sera 
nécessairement pair ou impair^ suivant que le nombre total des 
racines, c'est-à-dire le degré m de l'équation, sera lui-même pair 

ou impair. 

7. On pourra donc toujours juger de la nature des racines d'une 
équation quelconque de d^é m , Fo: = o par celles de l'équation 
dérivée F'xsko, qui est toujours d,'iin degré moindre d'une unité. 
Car ayant les racines réelles a,, jB,, >,, etc. v. de celles-ci, qu'on 
suppose rangées par ordre de grandeur , il n'y aura qu'à les substituer 
successivement, au Kcu de x, dans l'équation proposée ; on en con- 
clura, i^. qu'elle aura ou n'aura pas une racine plus grande que a^, 
selon que Fct. sera < ou > o. 

2^. Qu'elle aura ou n'aura pas une racine comprise entre a^ et j3, , 
selon que F/3, sera de signe différent ou de même signe que Feti. 
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3^. Qu'elle aura ou n'aura pas une racine comprise entxe j8, et y^, 
selon que F7, sera de signe diflërent ou de même signe que F/S^, et 
ainsi de suite. 

Et qu'enfin elle aura ou n'aulra pas une racine plus petite que t/., 
selon que Ft/j sera positif ou négatif dans le cas de m impair , et né- 
gatif ou positif dans le cas- de m pair. 

Ainsi l'on connaîtra par ces r^es , non-seu]etnent le nombre des 
racines rëelles de la proposée, mais encore feurs limites; et si l'on 
veut compléter ces limites à l'égard des racines plus grandes que «i, 
ou plus petites que u^, il n'y aurait qu'à chercher encore , par les 
méthodes du chap. lY (n^ la)/ les limites deSi racines positives et des 
racines négatives de réquation proposée* 

Tïous remarquerons ici , à l'occasion des règles données dans cet 
endroit, d'après Neipion et Maclaurin, pour trouver ces fimites, que 
Rolle les connaissait déjà , comme on le voit par les chapitres Y et Yl 
du second livre de son Algèbre. 

8. Nous, avons suppose jusqu'ici que l'équation proposée pouvait 
avoir des racines imaginaires mêlées avec les réelles ; examinons pré- 
sentement ce qui doit résulter de la supposition que toutes ses racines 
soient réelles. 

Il est d'abord évident que l'équation F<r=o du d^é m, aura 
m racines réelles, et que l'équation dérivée Wxzzzo du degré m— -i 
aura aussi nécessairement m — i raciniss réelles , puisque , entre deux 
racines réelles consécutives de l'équation Fx = o , il tombe toujours 
une racine réelle de l'équation F'xcsso. Pat* la même raison , la se- 
conde équation dérivée F'x es o aura aussi nécessairement toutes ses 
racines réelles, et ainsi de suite. 

Ainsi la première condition pour qu'une équation ait toutes ses 
racines réelles , est que ses équations dérivées aient aussi toutes leurs 
racines réelles; mab ceDes-ci pourraient avoir toutes leurs racines 
réelks, saM.que l'équation primitive en<«ût aucune. 

Supposons donc que les m -^ i racines «t. , jS,^ yi , "etc. de 
l'équation Fx = o soient toutes réelles/ et voyons ^qi^èlles sont 
les conditions nécessaires pour que les m racines a, fi, 7, etc. 
de l'équation Fx = o soient aussi nécessairement réelles. PaiS({ae 
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nous avons démontré y en général , que les racines réelles de l'équa- 
tion Fop = o ne peuvent tomber plus d'une à la fois dans chaque 
intervalle entre *deux racines consécutives de l'équation Fx = o , 
et qu'il ne peut y en avoir aussi qu'une plus grande et une plus 
petite que la plus grande et la plus petite de cette équation ; il 
est encore évident que , lorsque ses racines sont toutes réelles , 
et au nombre de m y elles doivent nécessairement être telles que oc 
soit plus grande que ct^ , que jS tombe entre a. et /3| , que y tombe 
entre jS, et y^^ et ainsi de suite. Au contraire, si elles n'étaient 
pas toutes réelles, comme le nombre des réelles ne pourrait alors 
surpasser 771 — 2, et serait, par conséquent, moindre que celui des 
racines et^, j3,, 71 , etc., il est visible que la même disposition ne pour- 
rait plus avoir lieu , et qu'il y aurait nécessairement quelque inter- 
valle entre ces dernières racines, dans lequel il ne tomberait aucune 
de celles de l'équation ¥x s= o , ou au moins qu'aucune de celles-ci 
ne serait plus grande ou plus petite que la plus grande ou la plus 
petite des racines a,, /3,, 7^,, etc. 

Donc , par ce qui a été démontré ci-dessus , si l'on substitue suc- 
cessivement , au lieu de ûCj dans For, toutes les racines ^i , /S. 9 >■ ^ etc., 
on aura nécessairement, dans le premier cas, 

Fflfc, <o, F/S, >o, F>.<o, etc., 

et, dans le second cas, il y aura une ou plusieurs de ces conditions 
qui n'auront pas lieu. 

D'un autre côté , en substituant successivement les mêmes racines 
*n /3«9 yi9 ®^* ^^^^ ^^ seconde fonction dmvée F'or, on aura tou- 
jours , comme on l'a vu plus haut , 

^ F'tf.>o, F"/3. <o, F>. >o, etc. 

Donc , en combinant ces conditions avec les précédentes , on en 
conclura que lorsque les racines de l'équation donnée Fx = o 
sont toutes réelles , les quantités Fa, X F'a. , F/3, x F"j8, , 
f*>i X F'7, , etc. seront toutes négatives , et qu'au contraire il 
y en aura nécessairement de positives si l'équation donnée a des 
racines imaginaires. 
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On aurait le même résultat si l'on considérait les quotiens ~ , 
pF^ , etc. , et en général des fonctions de la forme M ( F*, /* ( F'«t, )', 

M(Fj8,y*(F"i3,)' etc., M étant un coefficient positif ou une fonction 
quelconque essentiellement positive, et fi, v des nombres entiers im- 
pairs positi& ou négatifs. 

Or, si Ton fait Fj: X F"a:=j, ou en général MÇFxf x (F'x)' =j, 
et qu'on élimine ensuite x au moyen de l'équation "E'x s= o , dont 
les racines sont eei, jSi, >i, etc., on aura une équation en ^ du 
même degré que cette équation , et dont les racines seront les va- 
leurs de j^, qui résulteraient de la substitution successive des ra- 
cines a^ , /3, , yi, etc. a la place de x. Donc , si ces valeurs sont 
toutes négatives , l'équation en y n'aura que des racines négatives , 
et par conséquent tous ses termes auront le signe plus. Et récipro- 
quement, si tous les termes de cette équation ont le signe plus, 
elle n'aura que des racines n^atives, et les valeurs de j' seront 
toutes négatives. 

g. On peut conclure de là que les caractères de la réalité des 
racines de l'équation Fa: = o , sont que l'équation dérivée F'x == o 
ait toutes ses racines réelles, et que l'équation en jr résultante de 
l'élimination de x^ au moyen de cette dernière équation et de 

l'équation Vx X F'x = j , ou M ÇFx)^ (F'x)' sss^, ait tous ses termes 
positifs. 

En appliquant les mêmes raisonnemens à l'équation dérivée Fx=o, 
on en conclura aussi que les caractères de la réalité de ses racines, 
sont que la seconde équation dérivée V'x = o ait toutes ses racines 
réelles , et que l'équation enjr résultante de l'élimination de x , par le 
moyen de celle-ci et de l'équation ¥'x X V'x sszjr^ ait tous ses termes 
positif, et ainsi de suite. 

Donc enGn , pour avoir tous les caractères de la réalité des racines 
de l'équation Fjc=s o, on fera , l'^.jrsss Fx x F"x , et l'on élimine- 
ra or, au moyen de l'équation "Fx sso^ on aura la première équa- 
tion en jr. 

2®. On fera ^=Far xF'^'ar, et on élimini*" moyen de 

l'équation F'^jcso; on aura la af 
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3°. Oa fera y == F'o: X F*^a: , et on éliminera x , au moyen de 
l'équation F'"a: ss: o ; on aura la troisième équation en y et ainsi 
de suite. 

Ces équations en y seront au nombre de m—- 1 , si l'équation 
primitive Fa: = o est du degré m, parce que la iw*'"' fonction dé- 
rivée de Yx sera constante, et ne contiendra plus x. 

lo. Cela posé, les caractères de la réalité des racines de l'équation 
Yx = o , se réduiront à ce que tous les termes de ces différentes équa- 
tions en y soient positifs , c'est-à-dire du même signe que le premier 
dans chaque équation. 

Or il est aisé de voir que l'équation Yx = o étant du degré m , 
les fonctions dérivées F'jr, F'ar, etc. seront successivement des de- 
grés m— -I, m — 3,^ etc., et que les équations en ^ seront aussi de 
ces mêmes degrés^ elles fourniront, par conséquent, chacune autant 
de conditions ; de sorte que le nombre total des conditions sera 



m — i+m— a+OT— 3-(-etc. , ou i+2-t-3-f-etc.-f-iîi — i = -i i. 

Nous avons déjà vu, chap. Y (n^ 38), qu'on peut déduire les carac- 
tères de la réalité de. toutes les racines d'une équatbn de son équation 
des différences , laquelle doît avoir pour cela toua ses termes al- 
ternativement positifs et négatiÊ \ ce qui donne autant de condi- 
tions qu'il y a d'unités dans le degré de cette équation j de sorte 

que m étant le degré de l'équation proposée, , sera le nom- 

bre des conditions nécessaires pour la réalité de toutes les racines. 
Ainsi les deux méthode» donnent le même nombre de conditions ; 
ce qui est d'autant plus remarquable, que, dans Iles équations du 
troisième et du quatrième degré, les conditions de la réalité des ra- 
cines sont réductibles à un moindi*e nombre, comme on l'a vu dans 
le chapitre cité (art. 11 1). 

Mais la méthode précédente a cet avantage, que les conditions 
trouvées pour la réalité des racines des équations d'un degré quel- 
conque, peuvent servir pour tous les degrés plus élevés^ ce qui n'a 
pas lieu à l'égard de celles qui résultent dea équations des diffîrences» 
Ainsi on pourrait facilement construire des tables qui contiendraient 
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successivement les caractères de la réaiitë de toutes les racines y en 
commençant par l'équation du second Aegré , et remontant successi- 
vement aux équations plus élevées. 

1 1 . Pour donner un essai de ces tables , nous commencerons par 
la fonction la plus simple de x, qui est J!;^ on i , que nous dé- 
signerons par X, et nous remonterons successivement aux fonctions 
primitives, que nous désignerons par X^, X,^, X^^, etc., en sorte 
que X sera la fonction dérivée de X^ , X^ la fonction dérivée de X^^ , 
et ainsi de suite. Nous aurons ainsi, en multipliant ces fonctions 
par les nombres 2, 3, 4? ^^^'j P^^^ éviter les fractions, et ajoutant 
successivement les constantes A , B , C , etc. , 

X = I, 

2X,^ = a:' -}- nAx -(- B , 
2.3X,,j = ûc^ + SAo:* + 3Ba: + C , 
2.3.4X,, = a:* + 4Aa:' + 6Bx» + /(Ca: + D, 
etc. 

Maintenant , pour l'équation du second degré , 

X* + aAr + B =: o , 

on fera j = aXX,, = x» + aAx + B , et Ton éliminera x , au 
moyen de l'équation X' =s o , ou x-H A = o , on aura l'équation enjr 

^ + A*— B=o. 

Donc A* — ' B >» o sera la condition de la réalité des racines de 
l'équation proposée. 

Pour l'équation du troisième degré, 

x» H- SAx* + 3Bx H- C = o , 

on aura d'abord la condition précédente ; ensuite on fera 

7=3.3X^,,,; savoir, 

^ = (x + A) (x» + 3Ax- + 3Bx + C ) 
= x« 4.4Ai' -H 3(A* + B)x*4- (3AB -HC)x-h AC, 



aie 
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et l'on éliminera x, an moyen de l'équation X^^ = o ^ ou •••••• • 

x^ -j* 3^^ + B ^= ^ ï 01^ trouvera cette équation du second degré j 

y + a(Aa — b)x H- û'B — aoiA + i* = o , 
en faisant pour abréger , 

fl = aA» — 3AB + C, 
A = A*B— 2B* + AC; 

ainsi on aura, de plus, ces deux conditions, 

Afl — î > o , fl'B — aabh. + ô' > o. 

Pour l'équation du quatrième degré, 

x*+4A^ -f.6Ba:* + 4Gc+Ds=o, 

on aura d'abord les trois conditions précédentes ; ensuite on fera 

j^ = (^ + 2Aa: + B) {pc^+^kx^ + GBx* + 4Cr + D) , 

et éliminant x , au moyen de l'équation X^^^ = o , ou 

x^ + 3Aa:' H- 3Bx + C = o , on aura une équation en jr du troi- 
sième degré, qui, étant représentée par 7^ H-M;^* + ^^7"+ ^ = ^> 
donnera, de plus, les trois conditions 

M>o, N>o, P>o, 

et ainsi de suite. 

12. Au reste, nous ne devons pas oublier une très belle consé- 
quence que De Gua a tirée de sa théorie j voici en quoi elle 
consiste. 

Si, dans l'équation Fa: = o, l'on substitue a ^ z k \dL place 
de or, on a, par la formule du développement des fonctions, la 
transformée 

Fa H ^ z + -^ «■ H 1 *' + ®tc* + 2" =3 o, 

dont on peut &ire disparaître un terme quelconque, contenant^ 
par exemple, la puissance z", en déterminant a de manière que 
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l'on ait F*a = o. Or , nous venons de voir que si toutes les 
racines de l'équation Tx = o , sont toutes réelles , les valeurs de 
F*~*jc et F^.*jc sont nécessairement de signes contraires pour toutes 
les valeurs de x -qui résultent de l'équation F"ar = o ; donc aussi 
les valeurs de F"~"*fl et de F**"*^ seront de signes contraires pour 
toutes les valeurs de a résultantes de l'équation F"a s= o. D'où il 
suit que si l'on fait évanouir un terme quelconque de la trans- 
formée en z y les deux termes voisins auront nécessairement des 
signes différens y si la proposée a toutes ses racines réelles ; par 
conséquent , elle aura des racines imaginaires , si les termes voisins 
de celui qui disparaît ont le même signe y et de là on peut con- 
clure aussi que toute équation à laquelle il manque des termes , a 
nécessairement des racines imaginaires, si les termes voisins de ceux 
qui manquent, sont de même signe. 

i3. Lorsque toutes les racines de l'équation sont réelles, on peut 
trouver leurs limites sans le secours d'aucune autre équation , par 
le moyen de la seule règle de Descartes ^ dont nous avons parlé plus 
haut (n* 5). Car si l'on diminue, par exemple, toutes les racines 
d'une équation en x de la quantité â, en y substituant z^a k 
la place de ^, la transformée en z ou en x — a aura autant de 
variations de signes de moins qu'il y aura de racines positives de 
l'équation en x qui seront devenues négatives dans l'équation en 
x — a; et par conséquent, parmi les racines positives de l'équa- 
tion en x, il y en aura autant qui seront moindres que a. Donc, 
si l'on forme successivement les transformées en or — • i , o; — - 3 , 
X — 3 , etc. , chaque variation de signe qui disparaîtra d'une trans- 
formée à l'autre, par exemple , de la transformée en o: — /i à la 
transformée en jc — /i — i , indiquera une racine positive moindre 
que /ï*f-T, mais non moindre que ti, et par conséquent contenue 
entre les limites ti et /i -}* ^ • On pourra trouver ainsi successivement les 
premières limites des racines positives, et l'on aura de même celles 
des racines négatives, par la considération des permanences dans les 
transformées en ii-|« i, n^2y etc. 

i4« J'ignore si cette remarq^i^ < ' ^te avant le Mémoire 

que M. Budan prëseDta kj^Sk ^^ ^'^ ^î^n^ de 

publier avec des oogU ' '*ï'iiï™ Ue Méthode 
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pour la Résolution des Équations numériques. L'auteur y donne 
un moyçQ simple et élégant de formeF les coeiEciens des trans- 
formées en jc — i , J? •— 3 , etc. ; et appliquant la règle de 
Descartes à ces transformées , ainsi qu'à d'autres déduites de celles- 
là , il trouve les limites de toutes les racines et leurs valeurs aussi 
approchées qu'on veut. On peut dire que cet Ouvrage ne laisse rien 
à désirer sur la résolution des équations numériques dont toutes les 
racines sont réelles ^ et il pourrait, à cet ^ard, servir de supplément 
au présent Traité. 

Au reste, si l'équation avait des racines imaginaires, il pourrait 
disparaître des variations de signe d'une transformée à l'autre, sans 
qu'aucune des racines réelles positives devînt négative, comme on peut 

s'en convaincre aisément par des exemples ; ainsi l'équation 

a:^ _ 2a:* + 6x— ii=o a pour transformée en a: — i , 

(a:— i)' + (a:— !)■-(- 5(:r— i) — 6 = 0, où l'on voit que deux 
variations de signe ont disparu ; cependant elle n'a pas de racines 
entre o et 1. 

Mais si le nombre des variations de signes qui disparaissent d'une 
transformée à la suivante, était impair, on en pourrait toujours con- 
clure l'eûstence d'une racine réelle positive; car cela ne peut arriver, 
à moins que le dernier terme ne change de signe. Or, il est visible 
que les derniers termes des transformées enor — /i, jc — tî— -ijue 
sont autre chose que les résulta ts des substitutions de /i et de n+i 
à la placQ de x dans la proposée , parce que ces transformées se ré* 
duisçnt à leur dernier terme , en y faisant a; = /z = /) -{~ ' 3 ^ûisi il 
doit nécessairement y avoir une racine réelle entre n et n^i^ 
(chap. P',.n* i). La transformée en x— -a de l'équation ci-dessus est 
(x— •2)' + 4(^ — 2)*+io(jp— -2)+! :^o, qui a une variation de 
moins que la précédente j aussi y a-t-il une racine de la proposée 
entre i et 2. 
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NOTE IX. 



Sur la forme des racines imaginaires. 

I. JLoRSQu'oN eut trouvé les formules générales des racines des 
équations du troisième et du quatrième degré , on remarqua que 
les racines imaginaires de ces équations se réduisent y comme celles 
des équations du second degré , à la forme p^ç ^ — i , ;i et ^ 
étant des quantités réelles ; et Ton fut porté à conclure que les ra- 
cines imaginaires de toutes les équations étaient toujours réductibles 
à la même forme. Cependant on ne pouvait pas adopter celte pro- 
position générale sans démonstration \ et ce n'est qu'après plusieurs 
tentatives qu'on est parvenu à s'en convaincre par des preuveâ ri- 
goureuses. Comme ce point de la théorie des équations est un de ceux 
dont les géomètres se sont le plus occupés dans ce siècle, j'ai cru 
qu'on ne serait pas fâché de trouver ici vxk exposé succinct des diffé- 
rentes recherches qu'il a occasionnées. 

2. lyAlemberi est le premier qui ait envisagé cette question d'une 
manière générale, dans sa Pièce sur les Vents, et dans les Mémoires 
de l'Académie de Berlin , pour Tannée 1 746. 

Il démontre d'abord qu'une quantité algébrique quelconque, com- 
posée de tant d'imaginaires qu'on voudra, de la forme â-|^6^— -i , 
peut toujours se réduire à la même forme. Cela se voit &cilement 
pour les quantités formées par multiplication , division, et élévation 
aux puissances entières : on pourrait le démontrer en général pour 
les quantités de la forme (fl4-ô|/ — i)""*""^~', par le développement 
ordinaire du binôme ; mai» pour avoir des expressions finies , JCAlemhert 
emploie d'une manière ingénieuse, la différentiotioa et l'intégration , 
en faisant varier les quantités a^ b ^ p et q d^ns l'équation 

Cependant il faut avouer que l'emploi du calcul diQérentiel est 
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peu naturel dans une question comme celle-ci, où la considération 
des infiniment petits ou des fluxions , est tout-à-fait étrangère, puis- 
qu'il ne s'agit que d'une simple transformation algébrique. Mais les 
fonctions dérivées se présentent , au contraire , très naturellement , 
et offrent même ici un des exemples les plus propres à montrer l'usage 
de leur algorithme dans l'Algèbre. 

3. En effet, si l'on considère Téquation identique, 

en regardant 7* comme une fonction donnée de x, et ^, g comme 
des fonctions inconnues de x qu'il s'agit de déterminer , les fonc- 
tions dérivées des deux membres formeront encore une équation iden- 
tique ; on aura ainsi 

divisant cette équation par l'équation primitive , on aura 

(m+in/— 0(1 +/•—!) _ /l' + gV-' 

équation qui sera, par conséquent, encore identique. 

Qu'on multiplie le haut et le bas de la fraction du premier 
membre, par x— JV^— i , et le haut et le bas de la fraction du 
second membre, par p — ^l/— i pour faire disparaître le radica, 
V/— L du dénominateur , et qu'ensuite on compare la partie réelle 
du premier membre avec la partie réelle du second , et l'imaginaire 
avec l'imaginaire , on aura ces deux équations 

H^+y/) — ^(jy' —y) «^ p/ + 99' 

^(^ +yyy + ^(^' — j^) p4 —9P . 

Qu'on prenne maintenant les fonctions primitives , on aura , en dési- 
gnant par / les logarithmes hyperboliques, et par Atang l'angle de 
la tangente , 



NOTE IX. 169 

m l. y/{pi* -Hj'») — «A tang J = /. y/ip" H- 9*) + K , 
I» /. /(«• +/•) H-mA tang-î^ = Atang ^H-H, 

K et H étant deux constantes arbitraires qu'il s'a^t de déterminer 
conformément à l'équation primitive' donnée. Or, en faisant dans 
cette équation ^ = o et x = i , on a ^ = o et ^ =: i ; et ces sup- 
positions étant introduites dans les équations précédentes , donnent 
K = o et H = o. 

Si donc on fait, pour plus de implicite, a:=MC0S2S, j^ = ttsinzy 
ce qui donne 

u = y/ip^^y^) , tang z ='^, 

et ensuite 

p = rcos^, q s= rsin5, 
on aura 

ir :^ mlu — /i«, 

et repassant des logarithmes aux nombres 

e étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité* 

Ainsi r et ^, et par conséquent p etÇy seront des fonctions réelles , 
en supposant XjjTy m, n des quantités réelles. 

4* On peut, par ces formules y réduire à une forme réelle l'expression 
des racines des équations du U^isième degré, dans le cas irréductible. 
Car l'expression générale de x dans l'équation 

x^ — 3Mx — 3N = o , 

étant , comme l'on sait , 

/[NH-v/(N* — M*)]+ ï?' [N — v/(N' — M»)] , 

as 
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laquelle , dans le cas irréductible où M^ > N*, devient 

V/[NH-v/(M* — W)/— i] H- |/[N— |/(ML*~W)v'~i], 

si l'on fait dans les formules précédentes 

on aura w= v/M% tangg= V/(M^N') ^ ^^ ^^ j^ ^_.„f ^^ ^/jyj^ 
5 = I j donc on aura 

»/[N=b/(M« — N»).V/— ï]= v/M(cos5±sin|i/-i), 
et la somme des deux radicaux sera 2 |/M • cos ^. 

Or, comme à la même tangente ^ ~ — - répondent les angles 

Zy z-f-aA, z^^ày A étant Tangle droit, l'expression a v^« cos | 
aura ces trois valeurs différentes, 

ai/M.cos^, av/M.cosT^H-yY 2v/M.cosQ + ^V 

qui seront les trois racines de l'équation proposée , et qu'on trouvera 
ainsi &cilement par les tables trigonométriques. 

5. Au reste, il est bon de remarquer que, lorsqu'il ne s'agit que 
de radicaux pairs, on peut faire la réduction dont il s'agît par les 
simples opérations de l'Algèbre ordinaire. En effet , soit la quantité 
Y/(a+ A y/— i) à réduire; je considère la quantité 

j'aurai , en élevant au carré , 

2a + a /(a' H- *•) = ''% 

(|uantilé toujours nécessairement positive en prenant le radical posi- 
tivement ; donc u sera une quantité réelle. 

Je considère ensuite la quantité 
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je trouve de même, en carrant, 

quantité essentiellement négative ; ainsi on aura <* == — V', et 
t = Y{/ — I , V étant une quantité réelle : de là , on aura 

Considérons de même la quantité 

on aura, en carrant, 

\/{a + 4/— i) + 2)/{u^ + *•) H- |/(fl — */— i) 

quantité essentiellement positive , en prenant le radical positivement ; 
donc s sera une quantité réelle. 

Considérons ensuite la quantité 
on aura de la même manière 



quantité essentiellement négative ; car u* es aa ^ ^^^a* + &* } 

< 4/(^ + *') > et par conséquent m < 2 /(a* + *•). Donc, fai- 
sant r* = — S*, on aura r=S|/— i, S étant une quantité réelle; 
donc 

\/{a±:hy/^ i) = i (^ rfc S/— i), 

et ainsi de suite. 

6. Ces réductions supposées, (JtAlembert considère une courbe 
quelconque , dont Fordonnée j soit nulle ou infinie , lorsque 

22.. 
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l'abscisse x est nulle; et il observe que, quelle que puisse être 
l'équation de la courbe , on peut toujours , lorsque x est très 
petite y avoir la valeur de j^ en Xy au moyen du parallélogramme 
de Newton , exprimée par une série très convei^ente de la forme 



m 



jr = ax^ + baf. + ex"" + etc. , dans laquelle les ezposans de x 
sont imaginés aller en augmentant , et dont on peut toujours sup- 
poser que tous les termes sont réels, en faisant x positive; car 
on peut faire répondre les x positives à la branche où les jr sont 
réelles. 

En faisant x négative, les termes où «r se trouve élevée à des 
puissances fractionnaires dont le dénominateur est un nombre pair, 
deviennent imaginaires; et par le théorème précédent, ils seront tou- 
jours réductibles à la forme p^ç V^— - 1 j p et q étant des quan- 
tités réelles. Donc toute la série, et par conséquent la valeur dej^, 
lorsqu'elle devient imaginaire , sera aussi de la même forme tant que 
X sera très petite. 

Maintenant , quelle que soit la valeur de jr pour une de x quel- 
conque, on peut toujours supposer ^ = ^ -|- yv^— i, p et ç étant 
des quantités indéterminées ; et comme cette valeur est réellement 
double, à raison du radical v/^—- i , les quantités p et ç seront 
exprimées par deux équations qu'on aura en substituant P'i^g^'-^i , 
au lieu de jr , dans l'équation de la courbe, et égalant séparé- 
ment à zéro la partie toute réelle de la transformée, et la partie 
multipliée i)ar y/'-^ i ; ces équations contiendront les quantités 
p et q mêlées ensemble ; mais on pourra , par les méthodes con- 
nues, les changer en deux autres^ dont l'une ne renferme que p 
et ^, et l'autre g et x. 

Or, sijr n'est pas toujours de la même forme p + ç v/'~ ^ > P 
et g étant des quantités réelles pour toutes les valeurs de or, soit a 
la plus grande valeur de x , pour laquelle jr sera de cette forme , 
et soit pz=by ç:=:c lorsque â:=a. Supposons a?=a-|-«, et 
^=:ô-|-r, ç =^c ^s : en substituant ces valeurs dans les deux 
équations en p ei q, on aura deux équations , l'une en r et « , 
et l'autre en s et /, dans laquelle izzzo donnera r = o et ^ = 0, 
et qui , par la démonstration précédente , donneront r et ^ de la 
forme ^-f-y^/— i ^ lorsque i sera très petite, si ret ^ deviennent 
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imaginaires. On aura donc alors r=«+j8\/ — i, j=y+J^^/— -i^ 
Ay fij yy J" étant des quantités réelles; donc p^b^cL^i'fi^^^i ^ 
9=c-f-3.+crv^— I, et par conséquent, ^^• = 6 | ■«. — JM-(i8-HH-5^) v/ — 1 j 
c'est-à-dire de la même forme p^ç\/^^i* Donc a n^est pas, 
conmie on l'a supposé, la plus grande valeur de x qui donne j^ de 
cette forme ; donc la valeur de jr , lorsqu'elle est imaginaire , sera 
toujours de cette même forme , quelle que soit la valeur de x. 

Cette conclusion générale s'applique naturellement aux équations 
d'un degré quelconque , à une seule inconnue ; car nonunant^ l'in- 
connue de l'équation, et supposant le dernier terme égal à x, on 
aura une équation entre x etj', dans laquelle j?=o donnera j<'=o, 
et qui sera susceptible de la démonstration précédente. Donc, quelle 
que soit la valeur du dernier terme x , celle de ^ , si elle devient 
imaginaire, sera de la forme p -f" 9V^*^ '• 

L'équation ayant ainsi une racine imaginaire de cette forme, en 
aura nécessairement une autre de la forme ^-—9^1/— -i, puisque le 
calcul est le même pour les deux racines , à cause de l'ambiguilé du 
radical |/— i ; elle aura donc les deux Sacteurs ^— ^— yj/ — i . 
et jr — ^-j-^^/— -ij qui forme le facteur double réel ^'— a^ 
H-^*-f-?*9 et sera, par conséquent, divisible par ce facteur; ce 
qui l'abaissera à un degré moindre de deux unités ^ et l'on pourra 
appliquer à cette nouvelle équation les mêmes raisonnemens et les 
mêmes conclusions , et ainsi de suite. 

7. Cette démonstration est incomplète; car quoique dans une équa- 
tion à deux indéterminées on puisse toujours exprimer l'une des 
indéterminées par une série de puissances ascendantes de l'autre in- 
déterminée, il peut arriver que les coefliciens des termes de la série 
dépendent eux-mêmes d'équations qui n'aient point de racines réelles , 
ce qui introduirait dans la série d'autres imaginaires que celles qui 
viennent des puissances de l'indéterminée. Mais on peut, sur les 
mêmes principes, fonder une démonstration plus rigoureuse, et en 
même temps plus générale et plus simple, de la manière suivante. 

Soit l'équation 

a?" 4- Ao?"-* + Bjc"-' + etc. -f. V = o, 
que nous représenterons, pour plus de simplicité, par^-f-^^s^o. 
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fjc clant une fonclion rationnelle et entière de x, qui contient jc 
dans tous ses termes. Nous supposerons que cette équation n'ait point 
de racines réelles, parce que si elle en a, on peut les éliminer, en 
divisant l'équation par les facteurs simples réels qui résultent de ces 
racines. 

1i est clair que si l'équation proposée n'a pas de racines réelles 
dans l'état où elle est, c'est-à-dire tant que ses coeificiens ont les 
valeurs données, elle peut en recevoir en changeant seulement la 
valeur du dernier terme V ; car en prenant une quantité quel- 
conque K, et faisant V =— yK., l'équation fx —/*&== o aura la 
racine réelle R. Considérons donc une des racines imaginaires de 
l'équation y^ + V = o, laquelle devienne réelle en faisant varier la 
valeur de Y, et supposons qu'elle ne demeure imaginaire que tant 
que la valeur de Y sera entre les limites a et b^ a étant <C 6, de 
manière que x ait une valeur réelle et dans l'équation ^jc -{*^ = o, et 
une valeur réelle jS dans l'équation ^-f-& = o, et que cette racine 
soit imaginaire dans l'équation Jj? 4*^ + ^=o, et dans l'équation 
yx ^b — I =s 0, i étant une quantité quelconque positive, aussi 
petite qu'on voudra. Soit « *{- u la valeur imaginaire de x dans 
l'équation fx -f- ^ -H ^= , la fonction fx deviendra , par la sub- 

stitution de a^u k la place de x, /et -{- uf^et ^ — /"a -f- etc., 

par la formule connue du développement des fonctions ; mais puisque 
a est la racine de l'équation ^-j-as=o,on ayA-f-a:=:oj donc , 
a = — ^ ; ainsi l'équation fx -f. a -|- « = o deviendra 

ufoL + — y"ût + etc. + i =0. 

Or, si le coefficient /'a n'est pas nul, il est évident qu'en sup- 
posant i une quantité très petite , à volonté , on pourra toujours 
avoir u par une série très convergente et toute réelle ; car on aura 

d'abord li s= -— ^ , ensuite, en substituant cette première valeur 

de K. on aura m =— ^«r — -^riî et ainsi de suite. Donc u sera 
une quantité réelle, contre l'hypothèse. 

U faudra donc , pour que u devienne imaginaire , que l'on ait 
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fit =: o \ alors l'équation deviendra 

et la première valeur approchée de u sera y/ — jr- , laquelle sera 

réelle ou imaginaire , suivant que f^tt sera une quantité négative ou 
positive , puisque i est supposée positive. 

Si le premier terme de u est réel , il est aisé de voir que tous les 
autres le seront aussi; par conséquent, toute la valeur de u sera 
réelle. Si le coeflicient y^t est positif, le premier terme de u sera 

imaginaire de la forme y -^ X l/— * > et les termes suivans seront 

réels ou imaginaires de la même forme, de sorte que toute la valeur 
de u sera de la forme p -j-yv/— i , /? et y étant réelles. 

Mais si Ton avait en même temps J^'ùl = o, alors l'équation 
devenant 



U^ yvff . u 



il est aisé de voir que la valeur de U serait de nouveau réelle , à 
moins que le terme qui contient ù^ ne disparaisse, et (\\\e f^^a ne 

soit positif; car dan» ce cas on aurait m=s 1/ ■ ' '^ . (/ — 1 ; mais 

par le théorème démontré plus haut (n^ 5) , y/ — i est réductiUe â 
la forme m-f-/i^ — i, m e\, n étant des quantités réelles; donc, la 
première valeur, approchée de i/, sera de la forme ^-fiçry/— i^ et 
les termes suivans seront aussi de k même forme , en sorte que toute 
la valeur de 7^ sera encore de cette forme, et ainsi de suite. 

8. 11 résulte de là cette conclusion, que lorsqu'une racine a de 
l'équation fa:+ â = o, est dans le passage du réel à l'imaginaire, on 
a, non-seulement jf%t 4" '<*= 0, mais encore y 'et «s o ety^flt>o, 
et que si J^'ei =7 o , on aura, de plus , f"^A =£ o et f^^a > o , et 
ainsi de suite. Or, en feîsant ^ + a = Fjc , on a /'x = F'^r , 
f^'x = ¥"x, etc. ; donc, par ce qu'on a vu dans la Note précédente 
(n* 4)? y^'flt =0 sera la condition pour que la racine et de l'équation 
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fx + û = o soit double , /""a = o sera la condition pour que cette 
racine soit triple, etc. 

D'où il suit qn^une racine ne peut passer du réel à l'imagi' 
naire, sans devenir double ou quadruple, et en général multiple 
d'un ordre pair. 

On prouvera, de la même manière , en faisant x = j8 + i^ dans 
réquatîon ^ + i — i:^o, que la valeur de u ne pourra devenir 
imaginaire, à moins que l'on n'ait y^j3=o eiy^'jS <o, et siy^'jSsso, 
il faudra , de plus , que l'on ait f^^ j3 =ïo et p^^ < o, et ainsi de suite. 
D'où l'on conclura que dans le passage de l'imaginaire au réel , la ra- 
cine devient aussi double, ou quadruple, ou, etc. 

Cette proposition n'avait été démontrée jusqu'ici que par la théo* 
rie des courbes , ou comme une suite du théorème sur la forme des 
racines imaginaires. 

9. Maintenant^ puisque quand la valeur de Y est très près des 
limites a et &, une des racines imaginaires de l'équation yr-f-V=o, 
est nécessairement de la forme p^q^^^^ ly si cette racine n'est 
pas toujours de la même forme pour toutes les valeurs de Y com- 
prises entre ces limites , soit c la plus grande valeur de Y, pour 
laquelle x sera de cette forme ; de manière que , dans l'équation 
fx-\* c = o , on ait a: =7 m -f" /ï V — i , ^ et /i étant des quantités 
réelles , et soit m-\^n ^ — \-\^u\^ valeur de x , lorsque Y sera 
c + ^9 ^ étant une quantité positive et très petite à volonté. On aura 
donc/'(/w + /ï|/— 1) +c= o, et y(/ii + /iv/— 'i4*") + ^ + ^=o; 
développant la valeur de u dans la seconde équation, et retranchant 
la première , on aura 

uf^m-^r n\/— i) + ^/'(ot + zï/— i)4.etc. •+• 1 = 0. 

Mais les fonctions dérivées 

/(iW+Tl/— l), /'(/W + Tl/— i), «te, 

ne contenant que des puissances de m^n^^^i^ sont toutes ré- 
ductibles à la forme p -f-y^/— . i : ainsi, en prenant des quantités 
réelles M, N, P, Q, etc., l'équation précédente deviendra 



«(M + N j/- i) + ^* (P4- Qv/- i) + etc. + *• = 



o. 
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Donc , la première valeur approchée de u sera 

i _ i(M — Ny/— O 

M + Nv/— i"" M»+N* ' 

et par conséquent de la forme^+y|/— i ; et l'on trouvera que 
tous les termes suivans de la série, qu'on peut rendre aussi con- 
vergente que l'on veut, en prenant i très petite à volonté, seront 
aussi de la même forme; de sorte que ia série entière le sera aussi. 
On aura donc , pour une valeur de i aussi petite qu'on voudra , 
M = r + ^\/— I ; donc la valeur de x sera /w -f- r + (/i + ^) v/ — i > 
et par conséquent encore de la même forme /? + 7l/^- 1 > contre 
l'hypothèse. Donc il n'y a aucune valeur de V intermédiaire entre 
les limites a et b^ pour laquelle la racine x ne soit pas de cette 
même forme. 

Si la fonction f'{m + n^ — i) devenait nulle, alors l'équation 
en u serait 

et l'on prouverait de même que la valeur de u serait toujours de 
la forme /? + yt/— i , et ainsi de suite. 

Cette démonstration a l'avantage de pouvoir s'appliquer paie- 
ment aux équations qui renfermeraient des fonctions l(^arith« 
miques ou circulaires^ et en général à toute équation de la forme 
F.r = o, dans laquelle la fonction dérivée F'^ sera réductible à la 
forme ^ + 7 1/ — i , en faisant or = m -|- n V^— i ; car alors toutes 
les autres fonctions dérivées Vx , T'"x , etc. seront aussi réduc- 
tibles à la même forme ; mais ce détail nous écarterait trop de 
notre sujet. 

10. Nous venons de démontrer que dans les équations qui n'ont 
que des racines imaginaires, il y en a, au moins, deux de la 
forme p^q \/— i ; on pourra donc trouver les valeurs àe p et y 
par la méthode du chapitre II ( n° 17 ) , et l'équation sera divi- 
sible par X* — 2px + ^* + 7* = o î après la division , elle ne 
contiendra plus que les autres racines imaginaires; et en y appli- 
quant les mêmes raisonnemens , on prouvera de même que deux 

a3 
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de ces racines seront nécessairement de la forme p zizq^'^ i ^ et 
ainsi de suite. 

Quoique la démonstration précédente soit suffisante pour prouver 
la vérité de la proposition dont il s'agit , on ne peut disconvenir 
qu'elle ne soit indirecte , et qu'elle ne laisse encore à désirer une 
démonstration tirée uniquement des principes de la chose. En effet , 
nous avons déjà observé que toute racine imaginaire de la forme 
/;+ ^r^— 1 suppose le facteur réel du second degré .r* — 2/7r4-/?*+7% 
ainsi la question se réduit à prouver que toute équation est toujours 
divisible par des facteurs réels du ])remier et du second degré; et 
comme les équations d'un degré impair ont toujours une racine réelle, 
et sont, par conséquent, divisibles par un facteur réel du premier 
degré , ce qui les rabaisse à un degré moindre d'une unité , il s'en- 
suit qu'il sufiit de considérer les équations des degrés pairs. 

1 1 . Descartes a trouvé que l'équation du quatrième degré 

oc^ + px^ + yx + r = o, 

a deux fiicteurs du second degré , 

la quantité jr étant donnée par l'équation 

Donc, comme cette équation a son dernier terme négatif , elle a 
toujours nécessairement une racine réelle (chap. !•% n° 3); par con- 
séquent, les deux facteurs seront réels en employant cette racine. 

Hiidde a considéré ensuite l'équation générale du sixième degré , 
dans son Traité De Reductione jEquationum^ imprimé à la suite du 
Commentaire de Schoten sur la Géométrie de Descartes, et il a 
trouvé que cette équation est divisible par une équation du second 
(legi'é, comme a:* — '^o: + w = , dans laquelle le coefficient _y est 
donné par une équation du quinzième degré^ et le coefficient u est 
une fonction rationnelle de jr. Or, l'équation du quinzième degré 
ayant nécessairement une racine réelle , il s'ensuit que le diviseur du 
second degré pourra toujours être réel en employant cette racine; 
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(le sorte que l'équalion se trouvant ensuite abaissée au quatrième 
degré, on aura encore deux autres diviseurs réels. 

Hudde n'a pas été plus loin ; et comme il n'avait trouvé l'équa- 
tion en jr du quinzième degré qu'en faisant le calcul tout au long , 
il a du sentir qu'il tomberait dans des calculs impraticables par 
leur longueur, s'il voulait traiter de même les équations des degrés 
plus élevés. 

12. On trouve à la fin de l'Algèbre de Saunderson , imprimée en 
1740 5 après sa mort, cette remarque importante, que dans le 
diviseur a:* — ^o? + m = o de l'équation du quatrième degré, le- 
coellicient j/' est donné par une équation du sixième degré, parce 
que ce coefficient devant être la somme de deux racines de l'équa- 
tion du quatrième degré , l'équation en jr doit avoir pour racines 
toutes les différentes sommes qu'on peut faire des quatre racines 
de la proposée , prises deux à deux ; et comme ces combinaisons 
sont au nombre de six, l'équation ev\ jr doit être du sixième degré, 
comme Descartes l'a trouvé ; mais l'auteur n'applique cette re- 
marque qu'à un exemple particulier, et n'en lire d'ailleurs aucune 
autre conséquence. 

Le Seur, l'un des commentateurs des Principes de Newton, 
a généralisé ce résultat, dans un petit ouvrage sur le calcul inté- 
gral , imprimé à Rome en 1748- H prouve , par la tbéorie des 
combinaisons , que quand on cherche à diviser ime équation du 
degré m par une équation d'un degré moindre /i, les coeificiens 
de celle-ci sont donnés nécessairement par des équations du degré 

-^ -" Y^ ^ ^^?— ^ , parce que le diviseur devant avoir, 

ce qui est évident, n racines communes avec l'équation proposée, 
on peut former autant de diviseurs différens qu'il y a de manières 
de prendre n choses sur m choses; et de là il conclut que toute 
équation du degré /\m + 2 est toujours divisible par un facteur réel 
du second degré , parce que ce facteur dépend d'une équation qui 
se trouve d'un degré impair, et qui aura par conséquent une ra- 
cine réelle ; mais on n'en peut rien conclure pour la réalité des di- 
viseurs du second degré des équations dont le degré est un nombre 
qui n'est pas de la forme 4/^ + 2 , parce que ces diviseurs dépendent 
alors d'équations de degrés pairs. 

23. . 
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i3. Euler a approfondi cette théorie dans un Mémoire imprimé 
en 1751, dans le Recueil de ceux de PAcadémie de Berlin pour 
l'année 17499 ^t il s'est attaché principalement à prouver que toute 
équation d'un degré exprimé par une puissance de 3 , est décom- 
posable en deux équations réelles d'un degré moindre de la moi- 
tié ; pour cela , il suppose que l'équation proposée Isst privée de son 
second terme ; ce qui fait que le coefficient du second terme est le 
même avec des signes contraires dans les deux équations dont elle 
est le produit; et il trouve, par la théorie des combinaisons, que 
ce coefficient est donné par une équation d'un degré impairement 
pair j qui manque de toutes les puissances impaires , et dont le der- 
nier terme est le carré d'une fonction des racines de la proposée , 
précédé du signe moins. 

Euler suppose que cette fonction des racines peut toujours* être 
déterminée sans irrationnalité par les coefficiens de l'équation pro- 
posée, et il en conclut que son carré est nécessairement une quan- 
tité positive, et que, par conséquent, l'équation qui détermine le 
coefficient dont il s'agit a deux racines réelles; il arrive, en effet, 
que cela a lieu lorsque l'équation proposée n'est que du quatrième 
degré, comme on le voit par les formules de Descartes, rappor- 
tées ci-dessus; mais pour les équations des degrés plus élevés, il faut 
une démonstration à priori, (\v^ Euler n'a point donnée, et qui est 
même d'autant plus nécessaire , que cette fonction ne contenant pas 
toutes les racines de la même manière , ne parait pas détermi- 
nable par une fonction rationnelle des coefficiens , qui sont eux- 
mêmes, comme l'on sait, des fonctions où toutes les racines entrent 
également. 

Euler considère, de plus, les équations dont les d^és sont ex- 
primés par les nombres 2/, 4^', 8e, etc., 1 étant un nombre impair 
quelconque, et il trouve qu'elles admettent des diviseurs réels des 
degrés 2, 4> ^9 etc. y parce que les équations dont ces diviseurs 
dépendent, sont toutes de degrés impairs; de sorte que, par ce 
moyen , toute équation peut se décomposer en équations réelles de 
degrés exprimés par des puissances de 2 ; mais la difficulté de décom- 
poser ensuite celles-ci , lorsqu'elles passent le quatrième degré, reste 
en son entier dans la théorie d^Euler. 
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14. On peut éviter cette difficulté, comme Foncenex l'a fait dans 
le premier volume des Miscellanea de Turiu , imprimé en 1 759 , 
en ne considérant que les diviseurs du second degré. Car soit 

:k^v le degré de Téqualion proposée , v étant un nombre impair , 
si l'on cherche à la diviser par une équation du second degré 
x^ — wj:-f"V = o, on trouve, par la tliéorie des combinaisons , 
que le coefficient u est déterminé par une équation du degré 

— ^ i = 2 F(a y — i) == 2 "TC ^ "TC étant, comme ion 

voit, un nombre impair. 

Donc, si /x= I, cette équation sera d'un degié impair et aura 
nécessairement une racine réelle; de sorte que, comme le dernier 
terme V est exprimé généralement par une fonction rationnelle de w, 
l'équation proposée aura un diviseur rationnel du second degré , et 
s'abaissera par là à un degré moindre de deux unités. 

Si fA est plus grand que l'unité, on cherchera à diviser pareil- 
lement Féquation en li, par une équation du second degré, comme 
!<* — ^li -f« T = 0, et le coefficient t sera donné par une équation 
du degré 

f étant , comme l'on voit , un nombre impair; et le terme T sera ex- 
primé généralement par une fonction rationnelle de t. 

Donc, si )[A = 2, cette équation sera d'un degré impair, et aura 
une racine réelle; donc t et ï auront des valeurs réelles, et l'équa- 
tion w' — M^ + T = o donnera pour u une valeur réelle ou imagi- 
naire de la forme ;? -h ç^V^ •— i. Dans le premier cas, tt et V seront 
des quantités réelles; dans le second, ces quantités seront imaginaires 
de la même forme, puisque V est une fonction rationnelle de u. 

Mais l'équation x^ — wa:+ V= o donne a:= - rb 1/(7 — V) ; donc, 

par la réduction des radicaux imaginaires, cette valeur deviendra 
aussi de la forme /? -H 7 ^— i . 

Si ^ est un nombre plus grand que a, on continuera le 

même calcul, et l'on divisera l'équation en / du degré aT"^/^ 
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par une équation du second degré , comme ^* — ^< -|- S = o ; 
on aura , pour la détermination de s j une équation du degré 

^= 2 p(a p — }) =z!ï ^ , 0- étant , comme 

l'on voit, un nombre impair,^ et la quantité S sera généralement une 
fonction rationnelle de s. 

Donc, si )E^ = 3 , cette équation étant d'un degré impair, 
aura une racine réelle ; donc ^ et S auront des valeurs réelles ; 
donc l'équation <* — ^^ + S = b donnera pour t une valeur 
réelle ou imaginaire de la forme ^ + ^ V^ •— i. Donc, dans l'équa- 
tion M* — . /M 4- T = o , les coefiiciens f et T auront des va- 
leurs réelles ou imaginaires de la même forme ; et de là résultera 
aussi pour u une valeur réelle ou imaginaires de la même forme 
^ -f- y |/ — I , comme nous l'avons vu ci^dessus , parce que 

« = - =±= \/\T "^ TJj donc enfin l'équation a:* — i«?+V==o, don- 
nera aussi pour x une valeur réelle ou imaginaire de la même forme. 

Si jEA est plus grand que 3 , on continuera le calcul de la même 
manière, et Ton parviendra nécessairement à un divisear du second 
degré, dont les coefliciens seront réels j et de là, en remontant 
successivement aux diviseurs précédens du second degré, ou trou- 
vera que leurs coefficiens seront réels ou imaginaires de la forme 
p J^ q^ — I ^ jusqu'au diviseur x^ — «a: + V = o de l'équation 
proposée, lequel donnera aussi pour x une valeur réelle ou imagi* 
naire de la même forme. 

Telle est la démonstration donnée par Foncenex; on voit qu'elle 
est très rigoureuse , en admettant le principe , que les coefficiens de 
l'équation du second degré , qui est un diviseur d'une équation du 
degré n , ne dépendent que d'une seule racine d'une équation du 

degré ^^ -* Ce principe est vrai généralement j mais j'ai re- 

marqué , depuis , qu'il était sujet à des exceptions qui pouvaient 
mettre la démonstration précédente en défaut. En effet, lorsqu'on 
cherche à rendre un polynôme d'un degré quelconque /», divisible 
par un autre polynôme d'un degré moindre n , soit qu'on fasse la 
division à la manière . ordinaire , et qu'on égale ensuite à zéro chaque 
terme du reste, soit qu'on multiplie ce polynôme par un autre du 
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degré m — /i, et qu'on compare le produit terme à terme avec le 
polynôme proposé ; on parvient toujours , par l'élimination succes- 
sive, en prenant un des coefficiens du polynôme diviseur pour l'in- 
connue principale, à déterminer les autres coelTiciens du même 
polynôme par des fonctions rationnelles de celui-ci , et ensuite on 
trouve , par les substitutions , une équation où il n'y a plus que ce- 
lui-ci d'inconnue , et où l'inconnue monte au degré 

ITlfn* — " l) ( TU — 2) .... (tîI— n-f-ï) 15 J'-^ 11. 

— ^^ ^-^ 5—^ ^ = — * , comme on la dit plus haut, 

i5. Mais s'il arrive que cette équation ait deux ou plusieurs ra- 
cines égales , alors , à moins que les valeurs des autres coefficiens 
qui répondent à ces racines égales , ne soient aussi égales , ce qui n'a 
lieu que lorsque le diviseur est lui-même un diviseur double ou 
triple , etc. , il est visible que ces valeurs ne peuvent plus être ex- 
primées en fonctions rationnelles de ces mêmes racines , mais qu'elles 
doivent dépendre elles-mêmes d'équations du second, du troisième 
degré, etc., suivant le degré d'égalité des racines. Dans ce cas, en 
substituant dans les fonctions rationnelles trouvées , une des racines 
égales, les fonctions deviendront indéterminées, par l'évanouissement 
simultané du numérateur et du dénominateur ; et en revenant sur 
les éliminations, on se trouvera arrêté à une équation du second 
ou du troisième, etc. degré, parce que l'équation à laquelle il fau- 
drait la comparer^ pour l'abaisser à un degré moindre, sera iden- 
tique avec elle. Cest de quoi on peut se convaincre par le calcul; 
et nous en donnerons , dans la Note suivante , une démonstration 
générale. Comme la même difficulté peut se présenter dans toutes 
les éliminations , je suis bien aise d'appeler l'attention du lecteur 
sur ce poiut, pour qu'il ne se trouve poiot embarrassé dans l'oc- 
casion. 

On voit que cette circonstance peut mettre en défaut la théorie 
que nous venons d'exposer sur les diviseurs du second degré; car 
lorsque l'équation d'où dépend un des coefficiens a des racines 
égales, l'autre coefficient, en employant ces racines, dépendra d'une 
équation d'un degré égal au nombre des racines égales , et qui , 
par conséquent, si elle n'est pas d'un degré impair, demandera 
de nouvelles combinaisons pour pouvoir s'assurer qu'elle a une 
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racine réelle de la forme p -+- ç \/ — i ; et si l'on ne voulait pas 
employer ces racines égales , alors , en les éliminant par la di- 
vision, on aurait une équation d^un degré moindre, à la vérité, mais 
qui ne serait plus exprimée par un nombre de la même forme 2"~';t, 
ou 2"""*p , etc. 

Si l'on considère , par exemple, la formule trouvée par Descartes, 
pour la résolution des équations du quatrième degré , que nous 
avons rapportée ci - dessus , et d'après laquelle nous avons conclu 
tout de suite que l'équation est toujours décomposable en deux 
facteurs réels du second degré , on voit qu'il y a néanmoins un 
cas qui échappe à celte conclusion ; c'est celui où l'on aurait 
y = o; car alors la réduite en j^ a deux racines égales ^ = o,- 

et en employant ces racines , le terme — du facteur du second de- 

%/ 

gré devient ^. 

On pourrait employer d'autres racines ; mais l'équation en jr étant 
divisée par jr^^ devient y^ + npj^ 'h p* — 4^= o , laquelle étant de 
nouveau du quatrième degré , et son dernier terme n'étant pas essen- 
tiellement négatif, la dilliculté est ramenée au même point. Ce n'est 
pas que dans ce cas particulier on ne puisse prouver, par ces for- 
mules mêmes, la réalité des deux facteurs; car si /?* < 4^, le der- 
nier terme de l'équation en y sera négatif; et par conséquent il y 
aura deux racines réelles. Si /?' > 4^> ^lors l'équation proposée de- 
venant, à cause de 7=0, x^ + p^x* + 4^= Oy aura les deux fec- 

teurs réels , x* + ^db l/(^ — fj* 

16. Ces diflicultés ont occasionné les recherches que j'ai données 
sur cette matière à l'Académie de Berlin, en 1772, et dans les- 
quelles je me suis particulièrement attaché à compléter la théorie 
commencée par JSuler. 

J'ai démontré d'une manière rigoureuse, que si l'on veut décom- 
poser un polynôme du degré 3"* en deux polynômes du degré a*"', 
tels que (n étant = a"~*) , 

jc" + M a:—* + N oT^ + P j:r*-« + etc. , 
0?" + Miarr** + N.o:— » + P.a:— ' + etc. , 
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et qu'on fasse 

«=a(M — M.) + Ô(N — N.) + c(P — P,) + etc., 

«, by c^ etc. étant des quantités quelconques, on pourra déter- 
miner généralement les coefiiciens M, N, P, etc., M,, N,, P,, etc. 
des deux polynômes, par des fonctions rationnelles de «, et que l'on 
trouvera pour u une équation d'un degré impairemeut pair, n'ayant 
que des puissances paires de u, dont le dernier terme sera essen- 
tiellement négatif; et à cause des arbitraires a, 6, c, etc., on pourra 
toujours faire en sorte que le dernier terme de cette équation ne 
soit pas nul , ce qui lui donnerait les deux racines égales li s o , 
ni qu'elle ait d'autres racines égales. De sorte qu'on sera toujours 
assuré d'avoir par là des valeurs réelles pour les coediciens dont il 
s'agit , et par conséquent de pouvoir décomposer l'équation du de- 
gré a" en deux du degré a"—*, et ensuite chacune de celles-ci en 
deux , du degré a*""*, et ainsi de suite , jusqu'aux équations du se- 
cond degré. 

A l'égard des équations du degré a"«, i étant un nombre impair, 
Euler avait trouvé qu'en employant un diviseur du degi*é a", on 
tombe dans une équation d'un degré impair, pour la détermination 
d'un quelconque de ses coefiiciens; et j'ai remarqué que si elle a 
des racines égales, les racines doubles, quadruples, etc. pourront être 
éliminées, parce que l'équation restante sera encore d'un d^ré im- 
pair, et que les racines triples, quintuples, etc. pourront être em- 
ployées dans ]a détermination des autres coeffidens, parce qu'elle 
dépendra alors d'équations du troisième, du cinquième, etc. degré, 
qui auront, par ccnscquent, toujours des racines réelles. 

17. De cette manière, la décomposition des équations en diviseurs 
réels du premier et du second degré était rigoureusement démon- 
trée ; mais Laplace a donné , depuis , dans les Leçons de l'École 
Normale , un moyen plus simple d'établir cette vérité , en partant 
de l'analyse employée par Foncenex. Au lieu de considérer sim- 
plement l'équation qui détermine le coefficient u du diviseur quadra- 
tique x* — itr + V = o , il considère l'équation qui détermine la 
quantité M-f-^V, que je désignerai par w,, a étant un coeflicient 
quelconque. Cette équation sera , par la théorie des combinaisons , du 

24 
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même degré que l'ëquation en ci. Donc , si l'ëquation proposée est 
du degré 2fy f étant impair ^ Téqualion en u^ sera d'un d^ré im- 
pair, et aura toujours une racine réelle *, et comme on peut donner 
à a une infinité de valeurs , on aura une infinité d'équations qui au- 
rmit toutes une racine réelle. Parmi ces racines , il y en aura néces- 
sairement plusieurs qui se rapporteront au même diviseur; soient 
àLj .fi deux de ces racines^ et a, & les deux valeurs du coefficient a; on 
aura «t+^Vsss», ii-|-^V = fiy d'où l'on tirera les valeurs de u et V, 
qui seront par conséquent réelles. 

Si l'équation proposée est du degré [4>^> ^ étant un nombre im- 
pair quelconque , l'équation en fug sera du degré titt , tt étant aussi 
un nombre impair. Cette équation aura donc, par ce qu'on vient de 
démontrer, un diviseur qmidratique de la forme u/ «- /ii, -f-T = o, 
qui donnera pour ii, une. valeur de la forme a + A i/— * i , et en 
' donnant à a une infinité de valeurs , on aura une infinité d'équa- 
tions en ii| , dont chacune aura une racine de la forme «-f- A t/— f ; 
parmi ces racines, il y en aura nécessairement deux qui se rap- 
porbmront au même diviseur; en les désignant par a + A |/«- i 
et jS «h Bv^— I , et par a^ b les deux valeurs de a qui y répondent, 
on aura ii-f-aV=flt + At/— i , ii + iV = j8-f-B|/— i ; donc u 
et y seront l'une et l'autre de la forme /'+71/— ■ i, et la valeur 
de Xj tirée de l'équation a:* — uâ? -f- Y = o , sera encore de la même 
forme. Donc, toute équation du degré fyf aura deux racines de la 
forme /^zb^i/**^ > 9 ^^ V^^ conséquent un diviseur réel du second de- 
gré, et ainsi de ^ite. 

Cette démonstration ne laisse rien à désirer comme simple dé- 
monstratioa ; mais si l'on voulait résoudre effectivement une équadon 
donnée en ses fiicteurs réek de deux dimensions, il serait comme nn- 
possible de suivre le procédé indiqué par l'analyse que nous venons 
d'exposer. Cependant cette résolution est nécessaire pour trouver les 
fonctions prîinitives, ou les int^rales des fonctions rationnelles frac- 
tionnaires d'une seule vfiriable, et on la suppose dans ,tous les Traités 
de Calcul int^al. Cette raison m'engage à m'arrêter encore sur cet 
objet important, et à en fidre le sujet de la Note smvante. 
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NOTE X. 

Sur la décomposition des polynômes dun degré quelconque 

en facteurs réels. 

I. Je me propose de montrer, dans cette Note, comment tout 
polynôme d'un degré quelconque peut toujours se résoudre en po- 
lynômes réeb du premier on du second dc^ré. En regardant un po- 
lynôme comme composé d'autant de facteurs simples qu'il y a 
d'unités dans l'exposant de la plus haute puissance de l'indétermi- 
née, on voit clairement qu'il ne peut avoir pour diviseurs que des 
polynômes composés de quelques-uns de ses fiacteurs; d'où il siiit 
d'abord que si m est le degté du polynôme donaé, il pourra avoir 
autant de diviseurs différens du degré iiy qu'il y a de manières de 
pi*eudre n choses sur m choses , c'est-à-dire par la théorie des com- 
binaisons , qu'il y a d'unités dans le nombre 

m(yyi— i) (m — a) . . . » (m *^if^ i ) 

que nous dérîguerons par ft dans la suite. 

Cette seule considération nous met en état de déterminer à priori 
les coefficiens du polynôme diviseur, sans passer par les opérations 
longues et pénibles de la méthode ordinaire, fondée sur la divinon 
ou sur la comparaison du produit de deux polynômes indéterminés, 
avec le polynôme diviseur, et sur l'élimination successive des in- 
connues. 

2. Soit en effet le polynôme du degré m, 

or" — a«^* + Aa*-* — caf^^ -j- etc. * A , 

que nous supposerons composé des m focteers simples jc— a, X'^^fij 
En développant le produit de ces facteurs , et le comparant terme 
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à lerme avec le polynôme donné, on aura, comme Ton sait, 

a =: et +i8 •+■> +J^+ etc. , 

b =1 ûifi + «> 'h l^y + a J^ + etc. , 

c = a^y + ctjScf + iSj^eT + etc, , 

etc. , 

h = etfiyj' . . • 

Si l'on représente de même par 

x' — px'-* + ^wi"""* — raf"^^ etc. ± u 

un diviseur du même polynôme, ce polynôme diviseur ne pourra 
être composé que d'un nombre n des mêmes facteurs simples; 
ainsi on aura , en ne prenant que n quantités parmi les m quantités, 
4t, ^, >, etc. 

y = a/3 + cty + jSt' + etc. y 

r = a/3^ 4- etc. , 

etc., 

u = ^py •!»••» 

Comme les coefficiens donnés a^ b y c^ etc. h sont des fonctions 
des quantités ^> /3, >, etc. dans lesquelles ces quantités entrent 
toutes également, et qui demeurent ainsi invariables, en faisant 
entre ces mêmes quantités tels échanges que l'on voudra, il s'ensuit 
que toute expression rationnelle de ces coefficiens aura la même 
propriété; et comme les coefficiens p^ ^, r, etc. u du diviseur, 
sont de semblables fonctions, mais seulement d'un nombre n des 
quantités et , jS , y ^ etc. , il est évident que ces coefficiens ne 
peuvent pas être exprimés par des fonctions rationnelles des coef- 
ficiens a, 3, c, etc.; mais on pourra les faire dépendre chacun 
d'une équation dont tous les coefficiens seront des fonctions ra- 
tionnelles de â, 6, Cy etc., en composant cette équation de manière 
qifelle ait pour racines toutes ie^s différentes valeurs de /;, ou 
de ^ , ou de r, etc. , dont le nombre est égal au nombre ju donné 
ci -dessus. 
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3. Considérons le dernier coefficient Uy (|ui est formé du produit 
de n des quantités a, jS, j/, etc., on aura ajS^^. . . , /3^eP. . . , 
ayS"» • • y etc. pour les différentes valeurs de u. Donc, si Ton forme 
un polynôme du produit de ces facteurs simples, 

u -— afiy. . . , M — fiyS't . . , u — ayj^. . • , etc. , 

ce polynôme aura la propriété d'être une fonction invariable de 
^9 /^ 9 > ) ^(^* 9 indépendamment de l'indéterminée u ; par consé- 
quent, étant développé, tous ses coefficiens auront encore la même 
propriété. 

Car soit ce polynôme 

uf — Au^^ + Bi/*""* — Cii*^^ + etc. =b V, 
on aura 

A = et^... + ^y^*-* + «>c^... + etc., 

+ /Sj^cT. . . X tiy^. . . -f. etc. , 
elc. , 
V = oL^y. . . X jS^cT. . . X otyS". . . , 

oii l'on voit que les coefficiens A, B, C, etc. sont en effet des fonc- 
tions invariables de <t^y y etc. Or , on sait que ces sortes de fonc- 
tions peuvent toujours être déterminées par des fonctions rationnelles 
des coefficiens a^ b^ c, etc. h. 

4. En effet, on peut d'abord déterminer par ces fonctions la somme 
des puissances d'un même degré des quantités a, jS, 7, etc., comme 
nous l'avons vu dans la Note VI (n* i). Ensuite, si l'on multiplie 

Sa , somme des puissances a , par So^, somme des puissances a^, 

le produit 2a^ X 2tf^ sera égal à 2«t^"'"^ -|- Sa^.fl^; ainsi on aura 

la somme des termes a j8^, au moyen de celle des puissances. On 
trouvera pareillement 
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ainsi ob aura aussi cette dernière somme en fonctions des sommes 
des puissances , et ainsi de suite. 

Maintenant, il est facile de voir que toute fonction rationnelle et 
invariable des quantités & , jS , > , etc. ne peut être formée que d'une 
ou plusieurs somnles des formes précédentes j elle pourra donc toujours 
être déterminée en fonctions des coefficiens a, h^ c^ etc. 

C'est là un des principes les plus féconds de la théorie des équa* 
tions. NeviftoUj et long-temps avant lui Albert Girard^ avaient donné 
la manière de déterminer la somme des puissances des racines d'une 
équation par des fonctions de ces coefliciens. Voyez dans l'ouvrage 
A^ Albert Girard, intitulé Invention nouvelle en Algèbre j et im- 
primé à Amsterdam en 1629 , l'exemple second du théorème second. 
Euler, dans Tés Mémoires de l'Académie de Berlin pour iWnée 17489 
et Cramer, à la fin de son Introduction à l'Analyse des lignes 
courbes , ont fait voir que Ton pouvait toujours déterminer , par les 
coefficiens d'une équation, les sommes des produits de ses racines, 
prises deux à deur,' trois à trois, etc., et élevées à différentes puis- 
sances ; et JVaring a donné ensuite des formules générales pour 
trouver ces sortes de fonctions des racines ; mais dans les cas par- 
ticuliers, il est peut-être plus simple d'employer la méthode indiquée 
ci*dessus. 

5. A l'égard des coefficiens A , B , C, etc. du polynôme, on pourra 
les calculer dé là manière suivante. 

On commencera par déterminer les sommes des puissances par 
ces formules 





let = 


1 fl. 












2a* == 


àla — 


:kb y 










la? = 


aSa»— 


62«e+ 


3c, 








etc. 












Ensuite 


on cherchera les 


tertnes »''■"' 


des 


séries 




2a =5 a. 


SfltjSs 


= *, ; 


Sa^ 


y ^^ 


c. 



etc. 

Xflt», x^P= — ^^ , 2«»i8V = 3 ' » etc., 
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Ces termes seront les valeurs des sommes SftjS^. . . , Z*/3'^*. . . , 
2«»j8V..., etc. 

Enfin on aura ^ 



B 



Axg/»^ .... — xn*i8y .... 



p B£flii3> . . , . — AX* «•jgy . . . . + Xce^jS^^ . . . , 

■~ 3 ' 

etc. 

Au reste, il est visible qu'on aura d'abord sans calcul les valeurs 
du premier coefficient A et du dernier V; car le coefficient A est 
évidemment égal au coefficient de la puissance ^c*"* dans le poly* 
nome donné «• — aaf^^ -|- etc. Quant au coefficient V, il est vi- 

sible qu'il doit être de la forme «'/S'^'cT'. ... es A' j et pour déter- 
miner l'exposant $ , il suffira de considérer que ce coefficient doit être 
le produit de f» quantités , dont chacune est le produit de n quan- 
tités prises parmi les m quantités a, jS, >y.etc. , de sorte que ce coef- 
ficient sera de la dimension /i/t ; donc il faudra quef mir s=s n/u , et par 

conséquent r = — . 
Donc, puisque ass.— ^ — ' — ' , ou aura 

(m^^ i) {m -^a) . . . . (w — n ■!■ i) 

et la valeur de Y sera A'. 

Ayant ainsi la valeur du dernier coefficiait Y du polynôme 
eh il, on pourra se contenter de calculer directement la première 
moitié des coefficiens A , B , C , etc. de ce polynôme. Glaur soient 
T, S, R, etc. les termes qui précèdent le dernier Y, il est fieicile 
de voir qu'on aura 

«? S= ^.. ' -f- 23 "t" — 5 ■+• CtC» 

§ 

Qt; si l'on désigne par (n) le coefficient de la puissance a^, dans 
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le polynôme donne , on aura aussi 

(n) 1 j I I 

h ^ a^.,.'^ gyi^TT'^^iiiJrr.'^^^^- 
Donc — = -^ J et par conséquent T = ^^. 

Ensuile si l'on désigne par ^ , /, e , etc. les coefficieus du poly- 
nôme donné, qui précèdent le dernier A; lorsqu'on . aura trouvé 
l'expression de B en a, A, c, etc., il n'y aura qu'à y changer a 

en ~, 6 en ^^, c en ^, etc. , pour avoir la valeur de -^j et faisant 

les mêmes changemens dans l'expression de C , ou aura la valeur 

de =7 , et ainsi de suite. 

Ayant ainsi formé le polynôme en u, si oh le fait égal à zéro, 
on aura une équation dont les racines seront a/S^ ... , /8>J^. . . , 
(tyS"... , etc. , et qui servira , par conséquent, à déterminer la valeur 
de u. 11 ne restera donc plus qu'à trouver les valeurs de tous les autres 
coefficiens ;k?, ç, r, etc. du polynôme diviseur. 

6. La manière la plus simple de trouver ces coefficiens, est d[e 
faire la division actuelle du polynôme x* -^ aaf*""' + etc. par 
le polynôme jc" — • ;;a:"'"* -f- etc. ± tt , jusqu'à ce qu'on soit par- 
venu à un reste dans lequel la plus haute puissance de x soit 
moindre que oc^ ; alors en égalant à zéro chacun des termes de 
ce reste , pour qu'il devienne nul indépendamment de l'inconnue x , 
on aura n équations entre les n coefficiens p^ ^^ etc. u\ et l'on 
pourra , généralement parlant , par ces équations , déterminer les 
valeurs de ;?, 7, etc. en fonctions rationnelles de u. On aurait 
ensuile l'équation . même en i^, par la substitution de ces valeurs 
dans l'équation restante; mais comme on ne voit pas, de cette 
manière, de quel, degré devrait être cette équation finale en a, 
qu'on pourrait même parvenir à une équation en u d'un degré plus 
haut qu'elle ne devrait être, ce qui est l'inconvénient^ ordinaire 
des métliodes d'élimination , nous avons cru devoir montrer com- 
ment on peut trouver cette équation à priori, et s'assurer du degré 
précis auquel elle doit monter. 

Par la même raison, nous croyons qu'il eit nécessaire d'avoir une 
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métiiode directe pour trouver les expressions des coefficiens y:i , q^ etc. 
en u^ et pour être assuré que ces expressions peuvent toujours être 
rationnelles, excepté les cas particuliers où elles doivent dépendre 
d'équations du second ou du troisième degré, comme nous l'avons 
déjà observé dans la Note précédente. Voici donc comment , en sup- 
posant l'équation en u, on peut avoir la valeur des coefiiciens p^ 
q , etc. en fonctions de u. 

7. Je considère que la quantité x étant indéterminée, on peut 
mettre a: — - i à la place de x , tant dans le polynôme donné 
x"— £iar"""* + etc. , que dans le polynôme diviseur x'^*\'paf^^ + etc. 
Par cette substitution , le premier de ces polynômes deviendra 

X* — a,a*""* + b^oc^^ — etc. ± A» , 

où l'on aura 



etc. 

h^ =: h + gi +fi^ + ei? + etc. 

Et le second polynôme deviendra pareillement 

x" — piX^^ + ^lO?^' — etc. st tt, , 

en faisant 

Pi = P ^ ni, 

^i = y + (n— i^i + '^'^^'^ S 

r. = r H- (/,_2)7i + -i f ''pi'+ > ^ '\ -'*», 

etc., 

u, = tt -4« <î + si^ + ri* + etc. 

D'où l'on peut conclure que si, dans l'équation en 11, 

i/* — AwT-' H- BiT-^ — etc. =fc V = o, 

95 
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dans laquelle les coefficiens A, B, C, etc. soDt des fonctions de 
a, èy Cy etc. h, on substitue irespectivement a^j b,^ c^^ etc. A, au 
lieu de ces quantités , la valeur de u deviendra celle de u^ , quelle que 
soit la valeur de i) de sorte qu'en développant les termes suivant 
les puissances de ij il faudra que la somme de tous les termes mul- 
tipliés par une même puissance soit nulle; ce qui donnera plusieurs 
équations , dont chacune servira à déterminer^n des coefficiens / , 
s y rj etc. par les précédens. 

8. On pourra même trouver directement ces équations par Palgo* 

rithme des fonctions dérivées. En effet , si l'on met partout — à la 

place de ij il s'ensuivra des formules précédentes, que a devenant 
^ + ^ 9 £ deviendra 

c deviendra 

etc. , 
et enfin u deviendra 

«* + — ^ + — ï ** + --S ** + etc. 

m 

Donc, si l'on regarde , ce qui est permis , les coefficiens by c^ etc., 
h et Uy comme des fonctions de a, et qu'on se rappelle que a de* 
venant a +i, toute fonction de a, comme u, devient 

a + iV+ - 11" + -^ tt"» -h etc. , 

2 ' a. 3 • ' 

on pourra supposer 

/ m — a , •; (77»— " i)(mi— a) 
C = .^ b^ c' 09 îw-*- — <>j '.. / a ; 



m ' m' 

m mlm — i)(ifi — 2) ,_ 



\ 
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etc. 

«';=—, i^' = -- , u'" = — r- j etc. , 

et il n'y aura plu» qu'à prendre les fondioiis dérivées successives de 
l'équatiou en u, et y faire Jes substitutions précédentes. 

çf. Supposons 

Z^it — A«^' + 81/^=* — QJ^^ H- etc. =t V ; 

en sorte que Z = o soit l'ëquation qui détennine la valeur de u: 
cette quantité Z étant regardée cDmme une JôoclioQ de a , donnera 
les équations dérivées Z'=o, 11't^Çi^ Z'"^ o, etc. 

Mais pour pouvoir distinguer dans ces fonctions ce qui est dû 
en particulier aux variations des qtiantités 11 , î, c, 6tc. A et u, 
nous représenterons en général, à l'imitation de ce qu'on pratique 

dans le calcul qu'on appelle aux différences partielles, par {-})% 

(-pSyi-T)^ etc. les coefficiens des fonctions dérivées B*, h\ ef, etc. 

dans l'expression de Z' ; par (-îi\ (vfcO' (y»)' ^^*^"> ^^ coefficiens 
des quantités a'*, efh', £'*, etc. dans l'exjuvssion générale Z", et ainsi 
de suite, et nous appellerons de m^e ces fonctions, fonctions déri- 
vées partielles. Liorsque a est la variable principale dont les autres sont 
ou peuvmt être censées fonctions , on aura a' :^ i ; mois nous re- 
tiendrons la lettre d sous les lettres Z', Z", etc. pour représenter en 
général les coefficiens des terme! K", etc. qui contiendraient 

cette même lettre , si a était "^ueloonque d'une autre 

variable principale, M^gAMÉ^ «ut ce qui est dû en 

particulier à la vaâ^^^^^H 

Cette notation fl^^^^^l i xçie celle que 

j'ai employée ftçant les accens 

a5.. 
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difieremment 9 suivant les différentes variables auxquelles ils se 
rapportent. En la substituant à celle-ci, l'algorithme des fonctions 
dérivées conservera tous les avantages du calcul différentiel , et 
aura, de plus, celui de débarrasser les formules de cette multitude 
de d qui les alongent et les défigurent même en quelque façon , 
et qui rappellent continuellement à l'esprit l'idée fausse des infini- 
ment petits. 

10. On aura ainsi, en regardant toutes les quantités â, ^, c^ etc. 
A, et u^ comme les fonctions quelconques d'une variable pri- 
mitive , 

et prenant de nouveau les fonctions dérivées, 

z"= ©<+ ©*"+©«" + *•+©"■' 



+'(roy"'+<^)*'"'+<%>''''+ «=■ 



et ainsi de suite. 

^ — ' ^ jjii m(m — i) 

.t 9 



Donc, faisant o'sssi, a^'sso, etc., i'=^ — -"a, i": 



m ' ' mr 

i'^sso, c'= i, etc., comme nous l'avons trouvé ci-dessus, on 

aura les équations Z'=o, Z''=o^ etc., savoir : 






et ainsi de suite, dans lesquelles les fonctions dérivées partielles 
\â')* VPy' *'*'•> (~)> (■^)» ^^^' '^^i'- ^^ fonctions connues de 
a, b, c, etc. u. 

La première équation dooDera donc la valeur de f; la seconde 
donnera celle de s, etc. en fonctions rationnelles de a, b, c, etc. u; 

à moins que la fonction partielle f-jj ne devienne nulle, auquel 

cas la première équation ne contiendra plus t, ni la seconde s, etc. 
Dans ce cas donc il faudra tirer la valeur de £ de la seconde 
équation, dans laquelle t monte au second d^ré; et les équations 
suivantes donneront alors les valeurs de 5, r, etc. par des fonc- 
tions rationnelles. Si la fonction dérivée f — J était ausù nulle , 

l'équation en t ne serait plus que du premier degré , et à la somme 
des fonctions qui multiplient t était nulle en même temps , la quan- 
tité t disparaîtrait de la seconde équation, et ne pourrait être 
donnée que par la troiùème, où elle monterait au troisième d^ré, 
et ainsi de suite. 
Or la fonction partielle (-A est égale à 

faJ*-"^ — (^— i)Aw^" H- ((* — 3)Bi/— ^ — etc., 

et l'on voit que l'équation (^J= o renferme les conditions de l'éga- 
lité des racines de l'équation Z ^ o. D'où il suit que si cette équa- 
tion a des radnes égales , et qu'on emploie pour la valeur de u une 
des racines égales , en sorte que la fonction (-n devienne nulle en 
même temps que Z, le coefficient t dépendra alors d'une équation 
particulière du second degré; et par conséquent tous les autres 
coelHciens du polynôme divise 'y dépendront à la fois de la ré- 
solution des deux équatïoQiOBl ^ en t. Kous en avons donné 
ci-dessus (Note précédenlc, n raison métaphysique tirée de 

l'égalité des raôaes; TBfÔA <ul me démonstration analytique 

r)gouretiaf^^^^H|^^hH^H 

II. ~~ ^Bolte des formules précé- 
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(2!\ 
-7 J ne sera pas nulle , tous les 

coefficiens t^ s, r, etc. seront données en fonctions ralionnelles 
du coefficient zi; et que par conséquent cela aura lieu nécessai- 
rement lorsque l'équation en u n'aura point de racines égales, ou 
du moins lorsqu'on n'emploiera pour la valeur de u que des racines 
inégales. 

Or j'observe qu'on peut toujours faire en sorte que l'équation en u 
n'ait point de racines égales , à moins que le polynôme donné n'ait 
lui-même des facteurs ^ux; mais comme on peut éliminer ces fiie- 
teurs d'avance , on pourra toujours supposer que tous les fiicteurs de 
ces polynômes soient inégaux. Gela supposé, si on substitue dans ce 
polynôme ^-^A à la place de or, ce qui changera les coefiiciens a^ 
b, Cy en 

etc. , 

les facteurs du nouveau polynôme seront x — « — A, jc — jS — A, 
jc — y — A, etc. c'est-à-dire que les quantités [et, i8, >, etc. devien- 
dront ct + A, /3 + A, > + A, etc. 

Donc les racines de l'équation en Uj seront tous les produits pos- 
sibles de n quantités, prises parmi les m quantités ct-f-A, /3-f*A, 
^-(-X, etc.; et il est clair que deux de ces racines ne sauraient devenir 
égales à moins qu'il n'y ait deux produits égaux de deux ou de plu- 
sieurs dimensions, formés de ces différentes quantités. Or il est visible 
que tant que les quantités a, jS, y, etc. seront inégales, on pourra 
toujours prendre A de manière qu'aucune de ces égalités n'ait lieu • 
car en considérant, par exemple, les deux produits (a + A) (/3 + A) 
et (T'+A) (<r + A) qui se réduisent à A» + («+i8)A + a/3 et 
A'-l-C7+cr)A-|-^cr, on voit qu'il n'y a qu'une valeur de A qui puisse les 
prendre égaux; et que, par conséquent, il y en aura une infinité qui 
les rendron):^ inégaux, à moins que l'on ait a-f-/3=:^-4-^e^ afi^=yj^, 
ce qui emporterait l'égalité de a et j8 avec y et cT- 

U eu sera de même des produits d'un plus grand nombre de fac- 
teùts;.d'6u l'ôt^ cohblàra en général , qu'on peut toujours transformer 
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ainsi le polynôme primitif, en augmentant l'indéterminée a: d'une quan- 
tité quelconque, de manière que l'équation résultante en u n'ait point 
de racines égales. 

13. Nous venons de donner, non-seulement la manière, mais les for- 
mules mêmes par lesquelles on pourra toujours trouver un diviseur 
d'un degré n d'un polynôme quelconque du degré m; et nous venons 
de démontrer par ces formules, que ce diviseur ne dépendra ([ue de la 
racine d'une seule équation dû degré jtc, savoir : 

I . 2 . 3 n 

11 suffira donc que cette équation ait une racine réelle pour que tout 
le diviseur soit réel ; mais comme il n'y a , en général , que les équations 
d'un degré impair, ou celles des degrés pairs dont le dernier terme est 
négatif, où l'on soit assuré de l'existence d'une racine réelle, il reste à 
voir quelles sont les valeurs de n pour lesquelles ces conditions auront 
nécessairement lieu. 

■ 

Quel que soit le nombre i», il est toujour» réductible à la forme 
2^ iy i étant un nombre impair. Supposons n =s2^, on aura 

î>^i(2^-^ I ) (2^— a) (^fi—2,f+ X ) 

A^= ; * — ^. > 

1 . 2 3 2f 

OU bien , ce qui est la même chose, 

_ 2>t(2^i— 0(2^x— a). (a^i— 2^ + 1) 

'^ 2' (a' — OC^^ — 2)....,...(a^ — a^+i)'- 

et divisant le haut et le bas de cette fraction par a', ensuite par a, 
par 4 9 etc. on aura 

_ i( a^ i — I ) (a^ - ' £ — I ). . . . . . . . (a^ £— 2^ 4 I ) 

'*~ (a' — i)(a'-'— i).. ...... (a' —a^+i)' 

Gunme le numérateur et le dénomîvatei,ir ne contiennent plus que 
des iàçteurs impairs, et que le nombre m ^ï FM ^ uf^tx^e^ un nombre 
entier, il s'ensiuit qu'il sera Qéce^saireo^ent inf 
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Il suit de là que tout polynôme du degré 9^ i peut toujours avoir 

uu diviseur réel du degré 3^; le polynôme restant après la division 

sera donc aussi réel, et du degré 3^ «—2% savoir, 2^(1—1); or, i 
étant un nombre impair, 1— *i sera un nombre pair, qu'on pourra 

représenter par a^A, k étant un nombre impair; le polynôme restant 

sera alors du degré a^"^*^A:, et aura un diviseur réel du degré a'"*"*^, 
et ainsi de suite. Comme de cette manière tout nombre entier peut 
être décomposé en un certain nombre de puissances croissantes de a , 

comme 2^ + a^"*"'+etc. , il s'ensuit que tout polynôme d'uR degré 
quelconque , pourra être décomposé immédiatement en un pareil nombre 
de polynômes, dont les degrés seront ces mêmes puissances de deux. 

i3. 11 reste donc à considérer les polynômes dont le d^é est une 
simple puissance de a. Faisons dans la formule générale de fi, 

mz=^2\ et n= — isia*^ , on aura 
' 2 ' 

2^(2^ — i)(a> — 2) (af— a^"' + i) 

'^ ~"i . a . 3 2^-' 

_ 7f (2P — 0(af —2) (2^_— 2^-' + i) 

~ 2^-' (2^-«_ i) (2^-' —2) (2'-' —2^-' + iy 

divisant le haut et le bas de cette fraction par 9^ ""* ' , et ensuite par 2 , 
par 4> etc., ou aura 



a 



a (2^ — 1)(2^"" — O (2^ — 2^-'+i) 

(2'-' — 0(2'^-» — I) (2^-»— 2P-» + 



Comme tous les facteurs du numérateur, à l'exception du premier a , 
ainsi que tous les &cteurs du dénominateur, sont impairs, il s'ensuit 
que le nombre /t, qui est d'ailleurs entier par sa nature, sera néces- 
sairement de la forme ai, i étant un nombre impair. 

Considérons dans ce cas l'équation en u; puisque le degré du di- 
viseur est la moitié de celui du polynôme, les racines de cette équa- 
tion seront tous les produits qu'on pourra faire en pi-enant la moitié 
des quantités fl^, /S, >, etc. dont le nombre est supposé pair. Donc, 
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puisque le produit de toutes ces quantités est h^ il s'ensuit que si u est 
un de ces produits partiels , - en sera un autre ; par conséquent si u est 

une racine de l'équation dont il s'agit, - en sera une aussi. Cette 

équation devra donc demeurer la même, en y substituant - pour u. 
Par cette substitution, l'équation 

i/*— Aï/^'+Bi/*"^— Cw'^^+etc.— Rii»+Stt*— Tw+V=o 
deviendra, après avoir été multipliée par u^ et divisée par V, 
ir — —vr +-^ii' —-r^u"^ +etc. Y~"^ 

et comme ces deux équations doivent être identiques, on aura 

A — -y-, i> — -y-, vj— "y", etc.; 

mais on a trouvé ci-dessus V = A', v étant = — s=3- (à cause de 
ms=2nj dans le cas présent), et par conséquent impair; on aura donc 

T = Ah'-\ S = BA'~^, R = CA'""^,etc.; 

ainsi, en substituant 2v à la place de ft, et réunissant les termes éga- 
lement éloignés du milieu, l'équation en u deviendra 

— C(tt^'~^ + A'~^ tt») H- etc. = o. 

i4* C'est la forme générale des équations qu'on appelle réciproques, 
et qui peuvent toujours s'abaisser à un degré moindi*e de la moitié. 

En effet , en divisant l'équation précédente par u , elle devient 



/ f— 3 . A» 



!l6 
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Or, si J'on fait j^ = i« + - , on aura j^* s=i tt' H — ; -+• 2A , 
^' = tt* -I — î + 3A (il H- - V et ainsi de suite; d'où Ton tire 

k 



u 

u 

etc. , 
et en générât 

>. . h^ A ., A— a , a(a— 3) ,. A— 4 

Par le moyen de ces substitutions , l'équation en u du degré ar , sera 
transformée en une équation en j du degré r, laquelle sera de la 
forme 

y-(A)/— + (B)/-*-(G)/-'H-etc.=o, 

en supposant 

(AJ = A, 

(B)r=B— l'A, 

(C) = C--(» — i)AA, 

(D) = D — ( r — 2) AB -H -^^=^ A', 
etc. 

Ensuite on aura u en j^ par l'équation u*— ii^ «f^ A = o» laquelle 
donne ii==^-^^^^'-<^\ 

i5. Maintenant on voit qu'il suffit de calculer directement la moitié 
des coeffîciens A, B, C, etc. de l'équation en u; ce qui réduit le calcul 
à la motiié. On voit de plus que, comme l'exposant fi est, dans le cas 
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présent^ un nombre de la forme 21 y x étant impair, le nombre v sera 
impair, et par conséquent l'équation en jr aura nécessairement une 
racine réelle. 

Mais pour que u ait une valeur réelle, il ne suffit pas que la valeur 
de^ soit réelle, il faut encore que ^'—4^ soit une quantité positive. 
Cela aura lieu nécessairement lorsque h a une valeur négative ; ainsi , 

dans ce cas , le polynôme du degré 2^ est résoluble par deux polynômes 

réels du degré a^"'. Mais si h a une valeur positive, il fiaut voir de 
plus si l'on peut toujours trouver une valeur* réelle de jr^ telle que 
r > 4h. 

16. Soit doncj^ — 4^ = J5; qu'on substitue dans l'équation précé- 
dente en jTy j/(2 + 4^) ^u lieu dejr^ jpn aura, après avoir fait dispa- 
raître le radical par l'élévation au carré, et ordonné les termes suivant 
les puissances de 2, une équation en z du même degré v , laquelle aura 
nécessairement une racine réelle positive, si son dernier terme est né- 
gatif. Or, puisque ¥ est un nombre impair, le dernier terme sera le 
produit de toutes les racines, pris négativement; ainsi la question 
est réduite à voir si le produit de toutes les valeurs de z est essen- 
tiellement une quantité positive, en supposant que la valeur de h soit 
positive. 

Puisque z = J^ — 4^> ®t j^" = 11 + - , on aura 

Or II a pour valeurs tous les produits qu'on peut faire en multi- 
pliant ensemble une moitié des quantités et, /3, 7, etc., et nous avons 

déjà vu que les valeurs de - sont les produits qu'on peut faire 

en multipliant ensemble l'autre moitié des mêmes quantités; donc les 

valeurs de u — - seront deux à deux égales et de signes contraires 9 par 

conséquent, on aura toutes les valeurs différentes de z, en ne donnant 
à u que la moitié de ses différentes valeurs; il est évident que le pro- 
duit de toutes les valeurs de z sera positif, si le produit des valeurs 
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u peut cire exprimé par une fonction rationnelle des coefllciens 

ûj b^ Cy etc., car alors son carré sera nécessairement une quantité po- 
sitive. 

S'il n'y a, par exemple, que quatre quantités *, /S, >, J^^ toutes 
les valeurs de u seront aj8, ay^ ûtcT, /3^, jSJ^, yj^^ et les valeurs dif- 
férentes de w seront, en ne prenant pour u que les trois premiers 

produits, 

le produit de ces trois quantités étant développé, donne 

où l'on voit que la partie positive et la partie négative sont chacune 
une fonction invariable et symétrique des quantités et, /3, 3^, cT, et 
peuvent par conséquent être déterminées en a, 6, c, 1^, par les for- 
mules données plus haut. 

17. Généralisons maintenant ce résultat, et désignons, pour plus 
de simplicité , par P, Q, R, etc. les différens produits qu'on peut faire 
avec la moitié des quantités a, /3, 7^ etc., en y conservant une même 
quantité ety et par Py ^ j Pj etc. les produits formés par l'autre moitié 
des mêmes quantités, et que j'appellerai réciproques. Je vais d'abord 
prouver que les quantités P, Q, R, etc. et leurs réciproques^, ^, 
r, etc. renferment toutes les valeurs de u. On a vu que ces valeurs 
sont au nombre de jtc; et à cause de mz=: 2/», on a 

7.n{2n — i)(2;i— fl)....(y>+i) 

^ ""^ 1.2. 3 n 

D'un autre côté, comme on a supposé que les quantités P, Q, R, etc. 
contiennent toutes une même quantité ce, il est clair que le nombre 
de ces quantités sera celui de tous les produits qu'on peut faire en ne 
prenant que n — i quantités sur im — i quantités; donc ce nombre 

sera 

X 2 (/ï^i) 2 
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Donc, puisque les quantités P, Q, R, etc. forment la moitié de toutes 
les valeurs de Uj il suffira de prendre ces quantités pour les différentes 

valeurs de u^ et pj q^ r, etc. seront les valeurs correspondantes de -• 
Ainsi il s'agira de voir si le produit 

(P_^)(Q_y)(R-.r) 

est nécessairement une fonction invariable des quantités ce, jS, ^, etc. 
auquel cas on sera assuré qu'il peut être déterminé rationnellement par 
les coefficieus a, i, c, etc; D'abord il est évident que toutes les per- 
mutations qu'on peut faire des quantités /3, y, cT, etc. entre elles, 
ne peuvent que faire échanger les produits P, Q, R, etc. entre eux, 
et leurs réciproques en même temps entre eux; de sorte qu'il ne peut 
résulter de ces permutations aucun changement dans le produit 



Considérons ensuite les échanges de a contre chacune des autres 
quantités j8, >, cT, etc.^; il est clair qu'en échangeant ce en ^, celles 
des quantités P, Q, R, etc. qui contiennent à la fois et et ji^ ne soufiri- 
ront aucun changement; il n'y aura donc à considérer que celles qui 
ne contiennent point /3. Or si P, par exemple, ne contient point 
/3, comme les deux produits P et ^ contiennent toutes les quantités 
a, j3, yj etc., il s'ensuit que jS sera contenu dans py et ainsi des 
autres; donc, par l'échange de et en jS, toute quantité P ou Q, etc. 
qui ne contiendra point /3, ne pourra que devenir une des récipro- 
ques py ^j r, etc. qui sont supposées ne point contenir a; ainsi P 
deviendra par exemple y, et alors Q deviendra nécessairement^; donc 
p — p deviendra q — Q, et en même temps Q — q deviendra p-^F. 
D'où l'on peut conclure en général que, par les échanges de a en /3, 
y y etc., les différens facteurs P — pj Q — ^, R — r, etc. ne pourront 
que rester les mêmes, ou s'échanger entre eux, en changeant en même 
temps de signe. 

i8. Maintenant, si on cherche le nombre des produits P, Q, R, etc. 
qui ne changeront pas par l'échange de a en j8, ce nombre sera celui 
de ces produits où a et jS se trouveront ensemble; donc le nombre 
total des quantités a> jS, 7, etc. étant 2/z, et le nombre de ces quan-^ 
tités dans chaque produit étant /i, le nombre des produits qui contiens 
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drout à la fois cl et fi y sera celui des combinaisons qu'on peut Êiire 

en prenant /i-^a choses sur 2/1— > a choses; par conséquent, il sera 
expnm6 par 

(a/i — a)(2y> — 3) jn+i ) . 

I a {n — a)' 

comparant ce nombre au nombre v donné ci-dessus, il pourra s'ex- 
pnmer par '^;^z^^ 

Or le nombre total des quantités P, Q, R, etc. étant Vy si Foii 

en retranche le nombre ^ , on aura — - — pour le nombre 

des produits P, Q, R, etc. qui, par rechange de a en ^, se 
changeront dans les réciproques pj 7 9 r, etc. ; par conséquent , 
ce nombre sera aussi celui des facteurs V^^py Q — q y R — r, etc., 
qui changeront de signe par ce même échange; donc, tant que n 
sera un nombre pair, et par conséquent tant que l'exposant 7/2= a/s 
sera une puissance de 2 , plus grande que a , le nombre dont il 
s'agit sera nécessairement pair; d'où il suit que le produit total 

(P-^)(Q-9)(R-r) 

ne changera pas par l'échange de a en j8; il en sera de même des 
autres échanges de a en y y J^ , etc. 

Donc enfin , ce produit sera une fonction inyariable des quantités 
Ay fiy yy etc. , et pourra par conséquent se déterminer par des 
fonctions rationnelles des coefficiens a, 6, c, etc. du polynôme 
donné. Donc l'équation en z du degré in>pair v aura son dernier 
terme négatif; par conséquent, elle aura nécessairement une racin/e 
réelle positive (n* 3). 

• En prenant cette valeur positive pour z , on aura (^ "^ ~ J = z , 
et de là tt = i/z. Donc , «• — m i/z — A ^ o , et de là 

u 

14 = 7 i/« zkz t/r 7 + M > quantité nécessairement réelle , puisque 
nous avons supposé la quantité h positive (n^ 16). 

Donc tout polynôme du degré a^, tant que p sera plus grand 
que l'unité , soit que son dernier terme h soit positif ou négatif, 
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pourra se décomposer par les formules que nous venons de donner, 

en deux polynômes réels du degré 3'~S et Ton aura ces deux 
polynômes à la fois^ en employant la double valeur de u. Donc, 
en combinant cette conclusion avec celle qu'on n trouvée plus haut 

pour tout polynôme du degré a^i, on en conclura généralement qu'on 
peut toujours résoudre un polynôme quelconque en facteurs réels du 
premier ou du second degré. 

19. En appliquant aux équations la théorie que nous venons de 
donner sur la décomposition des pcriynomes, on voit qu'on peut tou« 
jours résoudre une équation quelconque en deux autres équations dont 
les coefficiens seront réels et ne dépendront que de la racine réelle d^une 
équation de degré impair. Or nous avons vu dans le chapitre P% qu'on 
peut tout de suite avoir les limites de cette racine par la simple sub- 
stitution des nombres naturels i , 3,3, etc. ; et qu'ayant les pre- 
mières limites , il est facile de les resserrer à volonté par des substitu-* 
lions successives. 

Ainsi , lorsque l'équation donnée est numérique , on pourra la 
résoudre en deux autres équations numériques dont les coefficiens 
seront aussi exacts qu'on voudra ; et résolvant de même chacune 
de celles - ci en deux autres , on parviendra enfin à des équations 
du premier ou du second d^é , lesquelles donneront par conséquent 
immédiatement toutes les racines réelles et les racines imaginaires. 
De là nait une méthode de résoudre les équations numériques, qui 
est indépendante de la recherche des limites entre racines, et qui, à 
cet égard, paraît avoir quelque avantage sur la méthode des deux pre- 
miers chapitres. Mais d'un autre côté, il faut avouer qu'à l'exception 
de quelques cas particuliers où la décomposition de l'équation est 
facile, cette méthode sera impraticable par la multiplicité et la lon- 
gueur des opérations qu'elle peut demander. Aussi l'objet principal de 
cette Note est de prouver à priori la possibilité de la décomposition 
des polynômes et des équations en facteurs réels du premier ou du se* 
cond d^ré, objet qui n'avait pas encore été rempli d'une manière 
directe et complète. 
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NOTE XI. 



Sur les formules d approximation pour les racines des 

équations. 



Nous avons vu, dans la Note Y, que la méthode de Newton consiste 
à substituer successivement dans une même fonction les résultats des 
substitutions précédentes ; ainsi l'on peut réduire en formule le résul- 
tat général de ces substitutions. 

I . Soit Fx = o l'équation proposée , et a la première valeur ap- 
prochée d'une des racines de cette équation. Suivant la méthode 
dont il s'agit , on substitue a^ p à la place de a: , et l'on rejette 
dans le développement tous les termes où p monte au-dessus de la 
première dimension. 

Par le développement connu des fonctions, l'équation Fx = o 
devient 

Ffl + pY'a +^* F"fl + etc. = o, 

et se réduit d'abord à Fa + pY'a = o , d'où l'on tire p=: — ^^. 

Ainsi a étant une première approximation , si l'on fait i = — £7- , 
on aura a + J pour seconde approximation, et celle-ci donnera delà 
même manière , en faisant c = — p/^ T À > ^^ troisième approxima- 
tion â -4- Â + c , et ainsi de suite ; de sorte que la valeur de x sera 
exprimée par la série a -^ b^c^d ^ etc. 

Or, je remarque que si b est une quantité très petite, la valeur 
de F (a "4- b) sera très petite de l'ordre de i' ; car le développement 

de F(a + b) donne Ta + bF'a H F'a + etc. ; mais b = — ~; 
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donc F (fl + 6) = — F"rt -f- etc. ; donc , puisque c = — f^ ï^Td ? 

la valeur de c sera aussi du même ordre b*. De même, la valeur 
de F(£ï-f** + ^) sera de l'ordre de £?•, et par conséquent de l'ordre 

de *^; car F(iï+*+c)=F(«+i)+cF(iï4^)-f-- F'(«+*) + etc. j 
mais c = — ^f'^^Ji > donc F{a -f- i -f- c) = — F'(£ï +3) + etc. 5 

donc, puisque rf = — pY X& X ^ ' '* valeur de rf sera aussi de 

l'ordre de ^, et ainsi de suite. D'où il suit que si Fa est une 
quantité très petite, l'erreur des approximations a-|-A, a + i-j-c, 
a^ b'I'C^dy etc. sera respectivement de l'ordre des puissances 2 , 
4, 8, etc. de ¥a. 

Ce procédé est assez commode pour le calcul arithmétique ; mais 
si l'on voulait avoir une formule ordonnée suivant les puissances 
de Fa, il faudrait développer successivement toutes les fonctions, 
et l'on trouverait la série 

Fa _ (Fa)'F"a , (Fà)^F' a (FayÇTay 

2. On pourrait parvenir plus simplement à cette formule , en tirant 
la valeur de p de l'équation 



Fa + ^F'a +^' F"a + ^ F'^'a + etc. =: o ; 



2.3* --I-— — -? 



on aurait d'abord 



^,-K(f^'-+AF'».+ ..c.), 



et l'on substituerait successivement les premières valeurs de p dans 
les termes qui contiennent^', p^, etc.; ou bien on supposerait tout 
de suite 

p = AFa + B(Fa)' + C(Fa)« 4- etc. , 

et égalant à zéro les termes affectés des mêmes puissances de Fa ; 
ce qui donnera les équations nécessaires pour la détermination des 

. ^7 
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coeffîcieus iDdéterminés A, B, C, etc., on aurait 

AF^a + I = o, 

BF'^ï + - r^i = o , 

CF'a H- ABF'« + ^ V"'a = o , 

2 1 V 









etc., 










d'où 


l'on tire 
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etc., 
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la 


série 













a + AFa + B( F^* + CÇFay + etc. , 



sera la même que celle qu'on a trouvée ci-dessus ^ ce qui prouve la 
correspondance des deux méthodes. 

3. Mais on peut arriver à ce même résultat par une autre mé- 
tliode plus directe et plus analytique. 

La question consiste à tirer de l'équation F(^i + /7) =: o, la 
valeur de p en série. Je puis regarder la quantité a comme une 
fonction d'une autre quantité a , et supposer que a devienne a^p 
lorsque a deviendra a -)* ^ Ainsi , comme a devient en général 

a + iV + - ^" H 5 ^"' + etc. , lorsque a devient a + « ? on 

aura 

;; = /a' + - a" + -^ a'" + etc. : 

r ' 2 ' 2.3 • ^ 

comme la quantité a est indéterminée , je puis la supposer telle , 
que Ff«à Bit fci = a r; :alors F(a -+- p) deviendra a + ** , et l'équa- 
ticm ¥{a^p) ssz^o sera a^^iiss o, laquelle dcmne sur-le-dbamp 
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i= — a^— F«j de sorte qu'où aura 

;, = - ^F« H- 1^ {Fay - ^ (Fa)» -|- etc., 

« 

et il n'y aura plus qu'à trouver les valeurs de a'^ al\ a"\ etc. 

Ces valeurs sont les fonctions dérivées de a y considérées comme 
fonction de et- or on a pour la détermination de a en a, l'équation 
Fa = et ; donc , si l'on prend les fonctions dérivées relativement 
à et , en regardant a comme la fonction de a , et qu'on désigne , 
comme on l'a Êiit plus haut, par Wa^ F^a^ "P"'^» ^tc. les fonctions 
dérivées de Fa, par rapport à a, les fonctions dérivées de Fa, 
F'a, etc., relativement à a, seront a'F'a, a'F"a, etc., et l'équation 
Fa = a donnera d'abord a'F'a = i , d'où l'on tire 



«' = ïfe> 



et de là, en pi^enant toujours les fonctions dérivées, et substituant 
cette valeur de a', 



w _ _ ^'F^^ .. F^a 



V/'— _ÎLF^^ 3a-(F-a)> 

— (Tay ^ ÇF'ay 

—. F^g , 3(Fay 

"" {ray "•" (Fa)* ' 

etc. 

On peut trouver ainsi successivement les valeurs de a', //*, 
a'"j etc. , par lesquelles on pourra continuer aussi loin qu'on roudra 
la série 

a — aTa + - (Fa)* — -^ (Fa)' -f- etc. , 

qui ei prime la valeur de x dans l'équation Fa:= o, et l'on aura la 
même série qu'on a trouvée dMlessus. 

Cette formule revient à celle qu'Euler a donnée dans la seconde 
partie du Calcul différentiel (chapitre IX, art. 234)* On voit par 
un Mémoire de Coiutivronj imprimé dans le vohimff <^ ^'4cadémîe 
des Sciences, pour Tannée 1744 9 qn* JStder Variit ' 
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cette époque, et l'on peut la compter au nombre des découvertes 
dont il a enriclii l'Analyse. Par la manière dont nous venons de 
la présenter, elle est une suite naturelle de la théorie du dévelop- 
pement des fonctions. 

4. Nous allons maintenant rapprocher les résultats précédens de 
ceux qu'on peut tirer des séries récurrentes. Suivant la métliode 
exposée dans la Note YI, pour avoir la valeur de la racine p de 
l'équation 

Va + pra + Ç F"a + ^ F'"a + etc. = o , 
il faudrait développer la fraction 

Ta + pF'a + ^ F'a + etc. 



Fa + pra +f! T'a + etc. 

suivant les puissances de /?j et si T//* et V//*"*"' sont deux termes 

T 
consécutifs, on aura ^ pour la valeur de p^ d'autant plus exacte 

que ces termes seront plus éloignés du commencement de la série. 

Dans la métliode ordinaire, les termes d'une série récurrente se 
forment les uns d'après les autres; mais cette manière, qui est très 
commode pour le calcul arithmétique, n'est pas propre à donner le 
terme général en fonction des cœfliciens de Péquation , et il faut , 
pour cela, employer d'autres moyens. 

5. Pour donner à cette recherche toute la généralité dont elle est 
susceptible , je vais considérer la fonction fractionnaire 



U^ X +/* ' 



dans laquelle je suppose que fx et ^x sont des fonctions de x 
telles, que 

yâ? = A + Er + Cx* 4- Dar» -4- etc. , 
^ = P ,+: Q« ^ Rr* + Sx* + etc. 
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Je représente par 

(o) H- {i)x + C3)x- -f (3)a:» + etc. , 

la série résultante du développement de cette fonction , suivant les 
puissances de x, et je me propose de trouver l'expression du coef- 
lident (n) de la puissance x". 

Je commence par développer la fonction suivantles puissances defx; 
j*ai la série ' 

_îi-_^2ï-+ ♦££!, + etc., 

je considère chacune de ces fractions en particulier , et je cherche 
les termes multipliés par x' qui peuvent résulter de leur dévelop- 
pement. 

La fraction donne la série connue 



laquelle étant multipliée par la série représentée par fx, donnera, 
les termes suivans, afièctés de x'^ 

(^^ + ^ + A., + _^+etc.).., 

OÙ il làut remarquer que , comme les puissances de u dans les 
dénominateurs vont en diminuant, il faudra s'arrêter au terme 
divisé par u. 

6. Or, si l'on considère la fonction ^, qu^on la divise par x"*', 
qu'ensuite on y change « en u, et qu'on ne retienne que les termes 
divbés par u on par des puissances de u, il est aisé de v<Àr qu'on 
aura de cette Bianière la série qui multiplie x". Donc, la partie mul- 
tipliée par x'f provenant de la fonction ■■ — ■■ . pourra être représen- 
tée par -~ X', en ayant soin de u^'SStgjgtjggtàtÊiÈfi^^ de —-, i 
auront u au dénominateur. 

De la même manièrej_^Jf|^^Vi-' ■ ■ ~^^HB>b p»v x". 



qui 
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provenant du développement de la fraction ^^ _ y suivant les 
puissances de a:, on trouverait ■ „^7^ x", en ne retenant dans 
n^i ' c[ue les termes qui auraient une puissance de u au déno- 
minateur. La quantité ,^, ^ est donc identique avec le coeffi- 
cient de or" dans le développement de — — ^; donc l'identité 
subsistera encore entre les fonctions dérivées relativement à w; d'où 
il suit que la fonction dérivée de ^^.^ , que nous dénoterons par 
f ^«4-1 ) ? sera égale au coefficient de j:* dans le développement 
de la fonction dérivée de — — ^ relativement à m. 



7* — X 



Or, comme u ne se trouve ici que dans le dénominatenr, et que la 
fonction dérivée de est — , r;, on en conclura tout de suite 

que ( ^^^n-J ) ^" sera la partie du développement de — t-^tT^j qui 
sera multipliée par JC", en ayant toujours soin de' ne retenir dans la 
fonction njT 'i et P^r conséquent aussi dans sa fonction dérivée 

( n^x j î q^e ^^^ termes qui auront u au dénominateur. 

On trouvera pareillement que la partie multipliée par a^ dans le 
développement de — -^ — , suivant les puissances de x, sera exprimée 

par ^^ n^ " , en ne retenant que les termes divisés par des puissances 

de u; donc l'identité subsistera encore à Pégard des fonctions dérivées 
relativement à u ; par conséquent , la seconde fonction dérivée de 

^ ,^ — relativement à w, que nous dénoterons par ( — ^,^ j , sera 
encore égale à la partie affectée dex*dans le développement de la seconde 
fonction dérivée de ^ * . Mais la première fonction dérivée de 

étant— ; Ti, la seconde sera 7 -rzi donc, divisant par 2, on 
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en conclura que f , J!| j Jc" sera la partie du développement de -r—^ 
qui sera multipliée par af^ en ayant soin de ne Fetenîr dans la valeur 
de ( ^jf^i j que les termes divisés par des pwssapqes de u. 

On prouvera par une analyse semblable, qu'en dénotant par 

( V «t O ^* troisième fonclioi^k dénvée^ relativement à u, de lafonc- 

s 

ùoa ^1,!^^ , et supposât qu'on nç retieune dans cette fonctipu que 
les termes divisés par des pui9&ances de jm, Ig partiq ipultipUée par o^r^ 
dans le développement de — . _ i^ , suivant les puÎ3SS^Cfei9 de jr , sera 

exprimée par (- 3I1TÎ J ^i et ainsi de suite. 

Donc, en rassemblant toitles ces parties, on aura l'expressioti com- 
plète du terme (n) x* du développement de la quantité > ^f^ , 
suivant les puissances positives de x^ et lUyn (trouvera 

en ayant soin de ne retenir que les termes qui contiendront des puis- 
sances négatives de u» 

7. ]^ous remarquerons ici qu'ea pcemant encore successivement les 
fonctions dérivées suivant u , ou pourra avoir les expressions des termes 

multipliés par j::" dans les développemens de ^ ^ , de . _^\j^^ 3 » 

de f^^^\f<i y etc. Ainsi en désignant par (/i)', (/i)", (n)"'^ etc. les 

fonctions dérivées, p]:emièi*e, seeoude^ etc. dé la fottotion de u dési- 
gnée par (n), on aura 

pour les expressions des termes dont il s'agit. Et pour avoir les valeurs 
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de (»)', (»)'', etc. il n'y aura qu'à ajouter un trait, deux traits, etc. 

aux fonctions -^i^iî* V"^) > ^^^' ^® l'expression de (/i). 

8. Supposons qu'on demande le terme gënëral (n)af' de la série 
provenant du développement de la fraction rationnelle 



1 — 2X COS • + ap* 

On divisera d'abord le numérateur et le dénominateur par 2 cos o) 
pour le réduire à la forme - _ ,j , et l'on aura par la comparaison 
avec cette formule 



2 00SÛ) ^ 2 00S« ' 



*» 






200S«' *"" 2C08«' 



Donc on aura 



2COS« 2G084V ^ 



1^ 



2 00S«' «^ (2C0S«)*' 

/'tt=7 r5, etc. 

•^ (2 cos •)' ^ 



Donc 



çu Pu-"-* . Qu 



r— » 



li"'*'* """ 2COS4V ^^ 2 00SA'' 

u*"*"* "^ (2 cos •)* ^" (2 cos«)'^ ' 

^tf X/*tf p^-«4-3 Qtf— H 

m""*"* ""* (2 cos •)^ "^ (2 C08«)^' 



En prenant les fonctions dérivées par rapport à m, on aura donc 

/(p u X /i^Y _ _ (y>— QPiâ-'^ _ (/>-- 2)Q/â-''-^' 

\ m"^» / (2C08«)* (2C08«)* ^ 

/ ^uXf^u y (y> — 3)(i>— 2) Piâ-»J^ 

\ 2a*** / """ 2 (a cos «)^ 

"** 2 (2 cos •)* ' 

«te. 
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et par conséquent 

où il n'y a plus qa'k substituer au lieu de u sa valeur 



2C08M 

On aura ainsi 
(n) = P ["(acoso.)-— («—1) (2cos6))-'+ ("-^K»"'') (acosû.)-* 

Q r(2cos«)-'— (»— 2)(2co8«)-» + ^2^^4^ii=^(aco8»)-? 
- ^'— ^)^"-^^"-^^ (2 C05 «)-' + etc. ], 

où il suffira de ne point admettre de puissances négatives de cos c». 

Cette expression peut se réduire à une forme plus simple^ en em- 
ployant les formules connues des sinus des angles multiples; on aura 
par ce moyen 

(„) = p£iïÇ2±i);+Q«E£î:, 

comme Euler l'a trouvé dans l'Introduction à l'Analyse ; mais la for- 
mule précédente a l'avantage de pouvoir s'appliquer fiicilement aux 
fractions dont le dénominateur est une puissance quelconque. 
En effet) pour la fraction 

( 1 — 24f cos • + X*)*' 

on aura le terme général — • (ny a:^\ et en prenant la fonction dérivée 
de l'expression de {n) en u^ on aura 

-(l»y = P A»+Ou-'-' _ (»-..)n»--' 
^ ^ \ acos« (aco8«)* 

(»-3)(»-2)(»-l)6- _ ^^ 
^^ 2(acos«)^ 

^ \ acos4v (2 cos*)* 

(._4)(» 3)(»-2).-^-_^^^V 

2(acos«)' /' 

28 



Ai8 NOTE II. 

et substituant pour u sa valeur , il viendra 

* 2C08« 

— (/î)' s= P [(ijiif*!) (i cosûj)"*" — (n — 1)»(2 cosû))""* 
+ («'-3) C»-^J (>>-') (, eos »r» - etc.] . 
+ Q jn (a cos »)• — (»— a) (i» — i) (2 cos »)"~* 
+ (2ZZ.4)("7^)^»-=^> (a cos «)"-♦ - etc. ], 

OÙ il suffira aussi de pousser les séries jusqu'aux puissances négatives 
de costf exclusivement, et ainsi de suite. 

9. Reprenons maintenant l'expression générale en u^ du coefficient 
(n) de la puissance x" dans le développement de la fraction _ ,f ; et 

supposons que le numérateur ^ûc soit i '^f'x^ ou plus généralement, 
de I9 forme '\x{\ — y^), c'cst-à-dirc qu'il soit le produit de la fonc- 
tion dérivée du dénominateur prise n^tivement, par une fonction 
'\xy qu'on suppose entière et rationnelle. Faisant la substitution de 
4<<(i-— y'i/) au lieu de (^u^ on aura 

W— i^^M— " ^«^-1 "^^ u-*-' J \ M"-^' / 

Or (^>)' = ^/''+(^)>. 

et par conséquent 

(*?^"=(^>/'")'+C(^-=)'^J- 

Donc faisant ces réductions, et supposant pour abréger 
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OD aura 



+ (^^^)" + * 



Celle formule servira à trouver l'expression du terme général (n) af 
dans le dëveloppemient de la fraction 

u — x+fis ' 

suivant les puissances de a:, pourvu qu'on ait soin de ne retenir que 
les termes qui contiennent des puissances natives de u. 

10. Supposons «4/X= I, et par conséquept ^)/i^s=i, iru^s^W^^ y 
on aura le terme général (/i)x* du développement de la fraction 

; ^ if Or, si a, j3, y y etc. sont les racines de l'équation 11— «-f;;^c=o, 

ce terme sera exprimé par 

(j^i-^-^i + y?^ï tH etc.) a:", 

par ce qu'on a démontré dans la Note YI (n* 6). On aura donc^ en 
mettant /i à la place de /s -H i , 

= «- + (»-.X>+((jC^)' 

en ne conservant que les puissances négatives de u. 
1 1 . Soit proposée , par exemple , l'équation 

a — bx ^- cx^ = o, 

dont les racines soient a et iS. 

On la divisera par b pour la réduire à la forme u^^x^fx^ on 
aura ^ s -r- , et la valeur de u sera t. Donc changeant jp en 11 dans 
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fx^ on aura^= -^, et de là 



nCI^"*""**' g .Kl /•. TIC*!*"""'*"' 



(«-y ><ju ^- 2fiî^, («-y xf^u=z-^ 

(u—y xA = -~ '^"J"^ > etc. Donc 

1 -4- i- = «— — 'i^ «-+• 4- "^'*""^^*^ u----^* 
w(» — 5)(« — 4)c^ ^,+j 

où il n'y aura plus qu'à faire << i= t< On aura ainsi 

± j_2_ /*\" ne /*Y~' _1_ n(.n — 3)(^ /*Y~' 

•» "*" (3» •— W b W ■* ^ï^ W 

a.3A» W ^ ' 

en continuant cette série tant qu'il y aura de puissances positives de -. 

Si l'on voulait avoir la somme des puissances positives «."-t-jS", il n'y 
aurait qu'à considérer l'équation ax* —-bx'-^c^Of qui résulte de 

l'équation précédente , en changeant x en -, et dont les racines sont 

par conséquent - et -; ce qui ne demande que de changer a en c et c 
en a. On aura donc ainsi 

+^-=©'-T(!r+"-^^i^(r 

12. En général, et, /8, y y etc. étant les racines de l'é<|uatîon 

M— a:+yi: = o, 
on aura 

u-^x+Jx =:fc{X'^a)(x — j3) {x — y) 

k étant le coefficient de la plus haute puissance de x; et prenant les 



a" 
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fonctions dérivées de part et d'autre, 

4- k\x — a) {x — jS). . . . ; 
donc divisant et changeant les signes, 

'"-^ *^ = — ' h T' H — h etc. , 

et multipliant par 4^ y 

Mi=Z*) = J:^ + j!î_ + Jf_ + etc. 




Viser 



pour trouver tout de suite ce reste , il n'y a qu'à considérer que 
^a — ^|/J? est divisible par a — jc , le quotient étant une fonction 
entière de a: et a, que nous désignerons par V (Xy a); et si 4^ est 
une fonction du degré m, il est clair que F(j?, a) sera du d^é 
m— 1. Donc, puisque 4*"*4^'="'^('^? *) ^ (* — ^)j ^^ aura 
4x=4* — F(jc, a)x(a — ^a:); donc -^ s= — F(jf, «) + -^« 

On trouvera de même J^ = — F (x, j8) -}- ^ , et ainsi des autres. 

Donc, en faisant ces substitutions, on aura 



-HjL-_+/i.+J^2L+elc. 



En résolvant ces fractions en séries, on aura après les m — i pre- 
miers termes, dans lesquels se fondent les parties entières «—F(^9 a), 
— F(a7, j8), etc. une suite régulière dont le terme général sera 

(^-«+1 + j^i + ^+7 + etc. J x"5 
de sorte qu'on aura , n étant >> m, 

(«) = ;:fe 4- ;^ + -t^: + etc. 
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C'est le terme géaéral de la suite récurrente qui résulte de la fraction 
J^_' J^^ > exprimé par les racines a, jS, >, etc. de Téquation 
u — x^fjc=s o. 

En comparant cette expression avec l'expression générale de (n) 
en u trouvée ci-dessus, et mettant pour plus de simplicité n k la, 
place de w + I , on aura 



^* «i_ ^'^ -1- ^♦^ _i_ ^»« 

::r + ^ + 7H + etc. 



y' 

= ^11 + ^^g x/n + ç> y ^y 

+ (— ^3 ) + ^^^- ' 

ou '^'w =—;;•, et ou 1 on ne doit retenir que les termes qui con- 
tiendront des puissances n^atives de u. 

i3. Supposons maintenant que l'exposant n soit infiniment grand , 
en sorte que le terme (/i)j:"^', auquel il répond dans la série récur- 
rente y soit pris à une très grande distance de l'origine , on pourra 

alors regarder la fonction '^u = — ;^ comme ne contenant que des 

puissances négatives de u, et même toutes les fonctions 'Vu Xfu^ 
"Ir'u X y*u j etc. , comme ne contenant aussi que des puissances 
négatives de u ; du moins cette supposition sera d'autant plus exacte , 
que le nombre n sera plus grand. Dans cette hypothèse, il n'y aura 
aucun terme à rejeter dans l'expression de (n) , et l'on pourra r^ar- 
der la série 

^ + ^u X. fa + (p^-j +Ç^i^y + etc. ■ 

comme allant à l'infini sans aucune interruption. 

i3. Or, j'observe que toute série de cette forme, dans laquelle 
'^u et fu sont des fonctions quelconques de k, a cette propriété 
remarquable , que si on la multiplie par une autre série semblable , 
dans laquelle, à la place de là fonction HE^ii, il y ait une autre fonc- 
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tion quelconque lia, le produit aéra encore une série semblable, 
mais dans laquelle il y aura '¥uxUu à la place de '^u. Eu efiet , 
si l'on multiplie ensemble les deux séries 

nu + wux fi. + (5i^)'+ (p^y+ etc., 



on a 



4- (■*•« X n'i* + n« X '^u)/u 

+ -^u (^"^•^" y+ i^" X n'« X /•« 

+ nu (î:4^")', 



etc. 

Or, -^^u X n'tt -t- nu X **« = (■*« X nu)', 

(pL^^^ =s 1 i^'« X yu + -"^'ii X >/'« ; 

donc la série devient 

•*■« X na H* (*« X nu)'fu 
-t- i ("Pa X n"a + a'*'» X It'« + Ou x •^"u)f*u 
+ (*« X nuy/ufu H- etc., 

savoir, 

i-a X n« + (*« X n«)'/« + ((-H«xn«yy^ y _^ ^^ 

Et l'on trouvera la mèfne chose en poussant la multiplicfition plus 
Uhu , et en rassemblmt les tenues qui contiennent les mêmes di- 
mensions de/ii. 

Donc en général, si l'on 4éppta p^* {'f'u) ]% série qui contient la 
fonction '^u ^ et de même par (IIu) la série qui contient (ÏIu) , la 
fonction yi< demeurant la même dans les deux séries, il résulte de ce 
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que nous venons de trouver , que l'on aura 

('*•«) X {Uu) = {-ira X ritt); 

et comme cette propriété a lieu quelles que soient les fonctions 
iru et Uu^ si l'on fait '^u X Uu =*m, on aura {'iTu) X (!!«) = (*«); 

donc (ïlu) == 77^ : mais lia = -^ , donc 7-— = ( -^ j , c'est-à-dire 

que le quotient de deux séries semblables , lesquelles contiennent deux 
fonctions différentes, 9u et "i'Uy sera aussi une semblable fonction 
qui contiendra le quotient de ces mêmes fonctions. 

i5. Donc, si l'on prend deux nombres très grands , » et w+r, 
dont la différence r soit un nombre quelconque positif ou négatif, 
le quotient de la quantité 

ë+^'+^ + etc, 

divisée par la quantité 

-^ 4- -^ ^ -^ 4. etc 
sera exprimée par la série inQnie 

*w H- ^'i* X A + (tllL^Dty + etc. , 

en faisant *m=-^ divisé par ^, c'est-à-dire ^assw. 

D'un autre coté, n étant un nombre infiniment grand, il est 
visible que les deux quantités ci-dessus se réduisent à leurs premiers 

termes ^ et -~,, a étant la plus petite des racines et, )8, y^ etc. 

Donc le quotient de la première des quantités , divisée par la se* 
conde, se réduira à a'; d'où il résulte ce théorème très remar- 
quable : 

5^' et est la plus petite racine de f équation 

- U + X ^fx = o. 
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on aura 

r étant un nombre quelconque positif ou négatif. 

Ainsi l'on a par cette formule , non-seulement la racine cl , mais 
encore une puissance quelconque de la même racine. 

i6. Si l'on fait maintenant r=^ n^ n étant un nombre fini quel- 
conque , et qu'on compare cette formule avec celle qu'on a donnée 

plus haut pour la valeur de — + 7; + — + etc. , on en tirera la 

conclusion suivante, très singulière. 
Si, dans la formule 



M"» + 






on ne retient que les termes qui ont des puissances négatives 
de Uj elle donne la valeur de la somme des puissances — n 
de toutes les racines a , |3 , y^ etc. , et si l'on jr consente tous les 
termes, elle ne donnera que la même puissance de la plus petite 
racine et. 

17. Ainsi, comme nous avons déjà trouvé plus haut pour les ra« 
cines et et )3 de l'équation ca^ — ior •4- a = o , la formule 

*• "^18» "" \a) h \â/ "*" 26» \a) 

en ne continuant la série que tant qu'il y a de puissances positives 
» de - : si l'on continue cette même série a l'infini sans aucune inter^ 

a ^ 

ruption, on aura alors la valeur du seul terme -r^ , en prenant pour e» 

la plus petite des deux racines et et )3 ; et même on pourra y faire n 
positif ou négatif, à volonté. 

Les deux racines de l'équation cx^ — te 4- c = o étant «e 

^9 
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et i8 , celles de l'équatioD ax* — ia: + c = o , seront - et g , et 
l'on aura 

£ A j^ i^(^* — 4^^) i A v/(fe* — 4^ c) 



2a ' lia * t» 2a 2a 

a étant supposée la plus petite des deux racines. Ainsi la série 

©■-T(-,r+=^^^cr-"-. 

en ne retenant que les puissances positives de - j c'est-à-dire les puis- 
sances négatives de a y sera égale à 



(2a)» 



n 



n étant un nombre entier quelconque; et si l'on continue la série 
à l'infini, elle deviendra égale à 



/ &+ v/(^ — 4flc) v 

V 2a J^ 



n étant un nombre quelconque positif ou négatif. 

La première partie de cette proposition est facile à vérifier par 
le simple développement des puissances n!^'^"^ puisque le radical 
V/(&*— -4^^) disparaît de lui-même; et d'ailleurs elle est déjà con- 
nue par le théorème de Moiure. 

Pour vérifier l'autre partie, il feut réduire en série le radicaVilui- 
mème. Ainsi en faisant^ par exemple, /i = i, la série devient 

b c !iac* 3.4aV 

a b 2ér» 2.3^.* ^^ ' 

laquelle peut se mettre sous cette forme 

— JL^— 1 *^ .^ ■ • ' 8ac* 1.1.3 32aV ^^^ 
2a *^ 2a 2 * T 2.4 * b^ 2.4*6 * A* 

Or cette série est évidemment égale à 1 — nifli. 

^5 2a ' 2a 

i8. Soit l'équation indéfinie 

a.— ^jc •+- ex* — dx^s H* ex^ — ./S:^ + etc. 5= o j 



• rt»*^ 
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on fera, dans la formule générale du théorème ci-dessus, 



217 



/- CM* — dt^ + eu^ '■^fij? Ar etc. 



d'oii Ton tire 



/*« = 

etc. 



c*i^ — 2c(/if^ + (fl?* + 2cg) tf^ + etc. 
f?i^ — 3c£/z^' + etc. 
c^' — etc. 



6* 



Or {yy = ru'-'i donc, 



/ -w _ /. eu'*» — c/i^'^ + « M'+3 — ^^ + etc. 

("0' X f*ti = r g*^^"^^ — ^cdu^'^ + (^ + ag^)tf'^ + eta 



(Pu^ — 3cû&*'*® + etc. 
r p 



(«')' X /"u = 



/ jw ^v ^1 c^u^ + etc 



Prenant les fonctions dérivées, et substituant dans la formule 
dont il s'agit , on aura , après avoir fait u s=: r , et changé « 



en a: 







ftH-3 T^ JnH f^ 



BtC.J 

^ âV — b^l ^""^7^^^ 1 F» r^*^7 

^inl« J'i « ^^ Yri II ■ ^ 



ag 



• • 
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y "T" ^^^• 



^.9 



+ etc., 



etc. 



C'est la formule connue de Newton, pour le retour des suites, 
qu^on n'avait encore trouvée que par la méthode des indéterminées. 
L'analyse précédente , en même temps qu'elle donne la loi de cette 
formule et le moyen de la continuer aussi loin qu'on voudra y fait voir 
que la valeur de x qu'elle exprime est la plus petite des racines de 
l'équation proposée. 

2o. Si l'on veut appliquer la formule précédente à la détermination 
de la valeur de p dans l'équation 

Fa +;?F^ + ^* F'a + -^F'^'a + etc. = o, 

que nous avons considérée au commencement de cette Note, il n'y 

aura plus qu'à substituer Fa , — F'a, ^F^a, ^F'^'a, etc., au lieu 

de ay bf Cy dy etc., et p au lieu de orj on aura ainsi 

^_ Fa (Fa)^F'a , ( Fa)^a (Fa^ (Fa)^ 

^ — ~ Fâ WàF "*" i"."3ÔF^4 2CFa)5 ^ ^^^- ' 

ce qui donne la même série que nous avons trouvée par deux mé- 
thodes différentes. 

Nous pouvons généraliser encore la formule du théorème donnée 
plus haut. En effet, puisque cl est une des valeurs de jc, ce théorème 
peut se présenter ainsi. 

a I . L'équation x = u -^Joc donne en général 
a:' = «- + (u')' XA + (Ç2l|<-£iîy + ((^^^ji etc. 
Or, soit ¥x une fonction quelcon iMa^^^^^^^^^KÊÊÊÊOt la 
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supposer réduite à la forme Mx^ + ISar* -f- Vx' + etc. ; ainsi , 
pour la valeur de For, il n'y aura qu'à ajouter ensemble les va- 
leurs de afj x'y x'y etc., multipliées respectivement par M, N, P, etc.} 
on aura par ce moyen une formule dans laquelle, à la place de li**, 
il y aura Ma' + Nfi* + Pm' + etc. , c'est-à-dire ¥u , et par consé- 
quent F'w à la place de (i/)'. 

De là résulte enfin ce nouveau théorème, remarquable autant par 
sa généralité que par sa simplicité. 

L'équation x^^u ^Jx donne 

Fa: = F«H-F'ttX>+ -(Fw X /•«)'+ -^(F'«'X/V+ etc., 

oii les Jonctions désignées par les caractéristiques f et F'j peuvent 
être quelconques. 

En effet, ce théorème, présenté de cette manière, est indépendant 
de la considération des racines, et n'est plus qu'un résultat de la 
transformation des fonctions, qu'on peut vérifier par l'élimination 
successive de œ ou de u. J'ai donné ^ le premier, ce théorème dans 
les Mémoires de l'Académie de Berlin, pour l'année 1 768 j j'y étais 
parvenu par une analyse à peu près semblable à la précédente, mais 
moins rigoureuse. Plusieurs géomètres se sont occupés, depuis, à le 
démontrer à posteriori par le développement des fonctions} mais 
Laplace en a donné , dans les Mémoires de l'Académie des Sciences 
de Paris, pour l'année 1777, une démonstration directe et élégante, 
tirée du calcul différentiel ; c'est cette démonstration que j'ai trans- 
portée dans la Théorie des /onctions (n**99). 

Il est bon de remarquer qu'en faisant ii = o, l'équation ••... . 
a: =: M -|-y2r devient jc=5/2c, laquelle peut représenter une équation 
quelconque en â?; et l'ou aura la valeur d'une fonction quelconque YXj 
en faisant 2i = o dans la série 

Fm +Fw x> + - (F'" X f'uy -I- -^ (F« X /*«)"+ etc. , 

après le développement des fonctions} ce qui est beaucoup plus 
simple. 

22. Avant de terminer cette Note , je vais faire voir comment U 
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méthode du n* i3 , pour résoudre par approximation l'équation 

F(a4-;?) =20, peut être appliquée à la résolution sumultanée de 
plusieurs équations à plusieurs inconnues. 

Supposons que l'on ait deux équations entre les deux inconnues x 
eljr que nous désignerons en général par F (^,^) == o , e\f[x ^jr) = o. 
Supposons en même temps qu'on connaisse déjà deux valeurs appro- 
chées a et 4, de o: el^; ensorte qu'en faisant 0: = ^^-^, j^ = A + ^, 
les quantités /> et q aient des valeurs fort petites. Il s'agira de tirer ces 
valeurs des deux équations 

Suivant l'esprit de la méthode de Newton, on développerait les deux 
fonctions en séries, les deux équations deviendraient ainsi 

F(a, b)+Mp + Nç-l-etc. = 0, 
f{ay i) -I- m;i + «7 -f- etc. = o, 

d'où l'on tire pour première approximation 

„_ N/(a,6) — nF(a, b) 
^~" Mn — -Nm » 

Mf(a,b)-mYia, b) 
Y — N/i» — M/» 

Ainsi a et b étant les premières valeurs approchées de x et ^, 
a^p^ ^4" 7 seront des valeurs plus approchées qu'on pourra sub- 
stituer à la place de aéib dans les fonctions^ et ^; et désignant par 
Piy^t ces nouvelles valeurs de ;> et 7, on aura a^p+pt et Ô+7+9* 
pour les valeurs de x etjr encore plus approchées, et ainsi de suite. 

Ce procédé a été donné par Thomas Simpson^ dans ses Essais sur 
plusieurs Sujets mathématiques, et il est assez commode pour le cal- 
cul arithmétique ; mais il serait difficile d'en tirer des expressions de 
X etjr en séries ordonnées suivant les puissances des quantités F(a, b) , 
et f{aj b)j qui expriment les erreurs provenantes des premières sup- 
positions, et surtout d'avoir la loi de ces séries; voici comment on 
peut y parvenir. 

On regardera les quantités aetb comme des fonctions quelconques 
de deux autres quantités a et j3 , etc. , de manière que ces quantités der 
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venant ct^i et fi^o^ les quantités a ei b deviennent a^p et 
^ 4* 7 9 et on supposera que ces fonctions soient telles que F (a, b) = a 
et f{ay i) = j3; ce qui donnera^ en mettant et^i et j8 + o au lieu 
de a et ^, 

¥(a+p, 4 + 9) = ct + i, f(a+p, A + y) = /3 + o; 

de sorte que les équations proposées deviendront alors €e-)-f = o et 
j8+o=o} d'où Ton tire t=— a=— F(a, b) et o=— /3=— /(a, b). 

Or 9 en adoptant la notation des fonctions dérivées, indiquée dans 
la Note précédente (n"" g) , jes fonctions a et b des quantités a et fi y 
lorsque ces quantités deviennent a-}-/ et fi^Oy se développent dans 
les séries 

Donc, substituant —F (a, b) pour i et — /"(^^ b) pour o, on aura 

9 = -0)F(a,i)-(^)/(a,*) 

+ ÎQ7K*)*H- etc., 
où il n'y aura plus qu'à substituer les valeurs des fonctions partielles 
C V' \p)^ C V* ^^^' ^^'^^ tirera des équations 

F(a,A) = «, et /(a,*) = ^, 

eu prenant successivement les fonctions dérivées relativement à a et ^^ 
et substituant à mesure les valeurs déjà trouvées dans k^ 
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Ainsi on aura d'abord 

(£^) = „, (£>i')=.. 

Mais on a en général, relativement h a et bj 

F'{<.,«)=(!:^)»'+(!>.i))6-, 

donc , en regardant a et b comme fonctions de cl et fi, on aura rela- 
tivement à chacune de ces quantités en particulier, 

d'où l'on tirera les valeurs des quatre fonctions dérivées partielles du 
premier ordre T^Y Q^y' w)' (î?)' exprimées par les fonctions par- 
,ie,te(ï>:«)'(ï:^), (£^>), (£^), qui «n. Mes à 

déduire des fonctions données F (a, 4), /"(«, 4), en prenant leurs 
fonctions dérivées, relativement^ à a et ^ en particulier. 

Ensuite , en prenant de nouveau les fonctions dérivées des valeurs 
Ç^\ (^\ etc. relativement à a et )3, on aura les valeurs de (pi)» 

Ct^\ etc. et ainsi de suite. 
Si l'on fait pour abréger 




/A_ » l'A !L 

\<'/ M»— Mm' V?/ Mn — 

/•i'N 2_ <y\ M. 

\7J~ Mn — Hn>' W Mu- 

et les premières valeurs de p et g seront 



'm» — Ni» 



M»—»™' 



_ mF(i.,t ) _ M/(a, t) . 
'~ M» — Hm M»— Hm' 

Ces premières valeurs de ^ et 9 coïDcicteut avec celles que nous 
avons trouvées ci-dessus; mais les formules que nous venons de donner 
pour les expressions générales àep et q ont l'avantage de présenter des 
séries toutes développées, et feciles à continuer aussi loin que l'on 
veut. 




»^W»\iV»»^WVV^»%\^^rW»^»^\»^<»»^%^^ » M»M^%»^»%»»^^MM>»%^<^%»^^V^^W^<^^<< MM ^ < V^^»WWl»V»<^MW»A^ 
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Sur la manière de transformer toute équation ^ en sorte que 
les termes qui contiennent V inconnue y aient le même signe j 
et que le terme tout connu ait un signe différent. 



J'ai observé dans l'Litroduction , que les méthodes de J^iete et 
de Harriot, pour la résolution des équations numériques , ne peuvent 
s'appliquer d'une manière certaine qu'aux équations dont tous les 
termes qui contiennent l'inconnue, ont le même signe, et le terme 
tout connu a un signe difiereut, et j'ai dit qu'on peut toujours rame- 
ner à cette forme toute équation, pourvu qu'on ait deux limites 
d'une de ces racines, lesquelles soient assez rapprochées pour que 
toutes les autres racines réelles, ainsi que les parties réelles des racines 
imaginaires, s'il y en a^ tombent hors de ces limites. Comme j'ignore 
si cette transformation est connue , je crois devoir l'exposer ici , afin 
que ceux qui désireraient se servir des anciennes méthodes puissent tou- 
jours les employer avec succès. 

I. Soient a^ b les deux limites données, ou connues d'une 
manière quelconque , a la limite en moins , b la limite en plus. 
En supposant que x soit l'inconnue de l'équation proposée, on 

fera j:= --x~> ^t après les substitutions et les réductions, on 

aura une équation transformée en ^ , du même degré que Téquation 
en or, qui aura la forme demandée , si la limite a est assez près de 
la valeur de la racine. 

Car soient a, /3, ^, etc. les racines de l'équation proposée en or, 

et (t la racine dont a etb sont les limites. Puisque x = — -j^ , on 
aura jr = , ; donc les racines de l'équation en y seront , ~ , 

.~ , T~ ? etc. Or on a par l'hypothèse a>»fl<J; donc, 
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a — <2>o, A— a>o; donc la racine , ^ sera positive et d'au- 
tant plus petite , que la différence entre la limite a et la racine a 
sera moindre. Ensuite^ comme les autres racines ]8^ y^ etc. sont 
supposées tomber hors des limites a et b^ si fi '^a, on aura aussi 
nécessairement j8 < 4 j donc fi — a<;o, et b — ]8>o; donc la 

racine , ~ ^ sera nécessairement négative. Si, au contraire, fi^ b^ 

on aura aussi fi ^ a-^ donc /S — a>o, et i — )8<o; donc , ~^ 

sera encore une quantité négative. Donc la racine , ^ sera , dans 

tous les cas, négative. Il en sera de même de toute autre racine, 
comme T , qui corresponcj à une racine réelle y de l'équa- 
tion en X. 

Mais supposons que fi et y soient imaginaires , elles seront néces- 
sairement de la forme p -j-^ o*!/— • i , p — o"!/— i , p et 0* étant des 
quantités réelles (Note IX); donc faisant /3=:p-f-o'^/— i, la ra- 
cine T a deviendra \ ^ — . : multiplions le haut et le bas 

par i—p + er»/— I, on aura ^ '-^ [b^^y^a^ —^ • 

Mais on suppose que la partie réelle p tombe aussi hors des limites 
a et &; donc si p <C^^ on aura aussi p<C^i P^r conséquent p-— a^o, 
b — p>o; donc (p — a)(b — p)<o; et si p>4, on aura aussi 
p > a; donc p — a > o, i -— p < o, et par conséquent aussi 
(p — a)(b — p)<o; donc la quantité (p — a)(b — p) sera, dans tous 
les cas , négative. 

Donc , puisque a* et ( ^ '— p )* sont essentiellement .des qoan- 

/3— a 
fi 
— P + Q {/ — I , P et Q étant des quantités réelles , et P étant 

essentiellement positive. De même, en faisant ^s^p — ^l/— i , 
la racine t-3— deviendra — P — Q v^— - i , et ainsi des autres ra- 
cines imaginaires. 

Donc, en prenant des quantités positives /?, 9, r, etc., P, Q, 
R, etc., les racines réelles de l'équation en a: donneront dans .la 



tités positives, la racine 7 \^^ deviendra, dans ce cas, de la forme 



9^ 
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transformée en j les racines réeUes p^ — 9, ""'S etc., et les 
racines imaginaires de la même équation donneront dans la trans- 
formée les racines — P -f-Q v/ — ^ > -—P — Qv^ — ï> — R-|-Sv/— i, 
— R — S i/— I , etc. Donc la transformée en y sera formée des 
fiicteurs 

r — P^ 7^9^ J + ^^ etc.; jr + p_Q^/_,^ 

jr + P+Q/— I, ^+R— S/— I, ^4-R+Sv/— I, etc. 

Or , les deux facteurs imaginaires ^-f-P— Q V — ^ et ^4-P-f-Q V — ' > 
donnent le facteur double rëel/*+ ^y -{-P* + Q% et ainsi des autres. 
Donc l'équation en j^ sera 

{r—p){r+9) C^+r). .(/•+2Pr+P*+Q*) ( r+aRr+R'+so. .=o. 

2. Considérons le produit de tous ces facteurs, excepté le pre- 
mier ^y — p'y comme tous les termes de ces facteurs sont positifs , 
il est visible que leur produit , ordonné par rapport à ^ , ne 
pourra contenir que des termes positifs. Le produit sera donc de 
la forme 

y^"^ H- A/*-* + Bj^"*-« + etc. 4- K, 

où les coefficiens A, B, C, etc. K seront tous positifs, sans qu'au- 
cun puisse être nul. Multiplions maintenant ce polynôme par le fac- 
teur y — P'^ on aura 

^» + (A -;9)7— " + (B - Ap)r^^ + (C - ^p)y^' 
-f- etc. — K;9 c= o, 

pour l'équation en y. 

On voit ici que le dernier terme -— K^ est essentiellement né- 
gatif, et que les termes précédens seront tous positifs, si l'on a 
A> py B>A;9, C> B^, etc. Comme en rapprochant la limite a 

de la racine et , la valeur de p ^ qui est r^j— , peut devenir aussi 

petite qu'on voudra, il est clair qu'on pourra toujours prendre a 

B C 

telle que l'on ait P<A, < j> "^B^ etc., ce qui rendra tous les 

termes positifs, excepté le dernier» 
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On ne doit pas craindre qu'en diminuant ainsi la valeur de p , 
les valeurs de y, r, etc., P, Q, etc. diminuent en même temps, 
de manière à devenir nuUes avec P. Car en taisant £i = ût , ce 

qui donne ^ =0, la valeur de «7, qui est , ^ , deviendra — i~^a 5 

et les valeurs de P et Q, qui sont — TI n7", T et ..^ ~^x -i^ 
deviendront ^~f^ Z^l T et ., "^fj « > et ainsi des autres. 

Donc, on est assuré que la substitution de , "^ au lieu de x ^ 

donnera une transformée en y qui aura la condition demandée, 
pourvu que la limite a en moins soit assez près de la racine dont 
elle est limite; ce qu'on pourra toujours obtenir en essayant succes- 
sivement pour a des valeurs grandes. 

3. On a trouvé dans le chap. IV (n* 27) , que l'équation a? — 7a:+7=o 
a trois racines, deux positives et une négative; et que les deux ra- 
cines positives sont exprimées par des fractions continues, dont les 

termes sont 1,1,2,49 ^^c* ^^ ' 9 ^ 9 ^ 9 4 9 ^^c* 9 ^^ ^^ on peut 
former ces fractions convergentes vers les deux racines 



I I 2 5 22 



9 ,9 ,9 3 > ,39 etc. , 
i - - ^ ^ etc 

On voit d'abord que i et 2 sont deux limites de la première 
racine; mais, comme la seconde racine est renfermée entre les 
nombres 1 et | , elle se trouve aussi nécessairement renfermée 
entre les mêmes limites ; on prendra donc les limites suivantes 3 et |, 

et Ton fera a = f , i= 2 , et par conséquent a:= 2-±3?^ = -Jt^. 

Mais , puisque les multiples de j^ ne changent pas les signes de l'équa- 

tion en /, on pourra faire simplement a:= ^ , en mettant y 

pour Zy. On trouvera ainsi la transformée 

f^ •¥ ^y* -^ ^y — i = o, 

qui est, comme l'on voit, à l'état demandé. 
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De même , si l'on prend pour Fautre racine les limites | et | , en 
faisant a=$ et i= |, on aura la substitution x = - — ■— = "^QX 

ou bien, en mettant simplement^au lieu de 3/, a:=g-^-^, et l'on trou- 
vera la transformée 

jr' + 8r» + 4r — 8 = o , 

qui ^a aussi la forme demandée. 

Les limites que nous avons employées ont conduit directement 
aux transformées que l'on cherchait, mais si l'on avait pris, par 
exemple, pour la })remière racine les limites a et |, qui ont éga- 
lement la propriété qu'aucune autre racine s'y trouve comprise, 
puisque l'autre racine réelle est moindre que f, on aurait eu a =|, 

i = 2 ; ce qui aurait donné la substitution x = * . ^ = -7 — r^. , 

ou bien , en mettant y pour ay , a: = —-7— , et l'on aurait trouvé 

2 'T'y 

la transformée 

J^^ + 7* — ^J" — ï == o , 

qui n'a pas encore la forme demandée, parce que la racine positive 
se tt'ouve trop grande. 

Mais, sans recourir à une nouvelle substitution en augmentant 
la valeur de a, il suffira de diminuer toutes les racines d'une même 
quantité *', en faisant j^ = z + **, et chercher ensuite par des essais 
une valeur de i qui satisfasse aux conditions qu'on demande. On 
aura ainsi cette transformée 

^ + (3i + i)z* -f- (3«* -I- a* — 3)2 -f- i* + *• — 2« — I = o , 

et il s'agira de prendre i positif, et tel que 3i* + 2i>2 et... 
i» ^i* < 21-f- 1. On voit tout de suite que i=i satis&it, et 
l'on a la transformée 

z* -f- 4^' + 3z — 1=0, 
qui est la même que la transformée en y trouvée d'abord. 
4. Nous avons vu dans l'article III du chapitre V ( n** 72), 
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que si n? et ^ sont deux fractions convergentes vers une des ra- 
cines de l'équation en a: , la transformée en t qui doit servir à 
trouver la fraction suivante, résulte directement de la substitution 

de , Z , au lieu de x dans l'équation proposée. Faisons / =s ^ , 
on aura 



f^y 



Cette substitution est, comme l'on voit, analogue à celle que nous 

avons employée ci- dessus, en prenant ^et^ pour les deux limites 

que nous avons nommées a el b. 

Or, comme deux fractions consécutives' sont elles-mêmes des li- 
mites alternativement plus grandes et plus petites que la racine cher- 
chée, et qui se resserrent continuellement, il s'ensuit que les 
transformées qui répondent aux fractions plus petites que la racine , 
approcheront de plus en plus d'avoir les conditions nécessaires 
pour pouvoir être de la forme proposée; et les transformées in* 

termédiaîres auront la même propriété, en y substituant -au lieu 

de ^5 car si ^ >A, l'expression de x devient, par cette substi- 

■" P 

7^ + 7 
tution, : — ^. 

La différence entre les deux fractions -7 et ^ étant -t/ , lorsque 

cette différence sera devenue moindre que la plus petite différence 
entre les racines de l'équation proposée, c'est-à-dire moindre que 

la limite y (Note IV), on sera assuré qu'il ne pourra tomber entre 

ces fractions qu'une seule racine ; mais , à l'égard des parties réeUes 
des racines imaginaires, il ne sera pas facile de s'assurer à priori 
qu'elles tombent hors de ces fractions , à moins de former l'équa- 
tion dont les racines seraient a — — ^^ , et de chercher ensuite 
une limite plus petite que chacune de ces racines, pour la compa-* 

rer avec la même différence -r-7. 

«•p 
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Au reste, quoique les fractions consécutives fournissent des li- 
mites qui se resserrent de plus en plus autour de la même racine « 
il est possible que les transformées n'acquièrent jamais la forme 
dont il s'agit, par la raison que les deux limites se resserrant à 
la fois , la racine positive peut aller en augmentant au lieu de 
diminuer. Mais, lorsqu'on sera parvenu à des fractions entre les- 
quelles il n'y aura qu'une seule racine réelle et aucune des parties 
réelles des racines imaginaires, il suffira de diminuer toutes les 
racines de la transformée correspondante , d'une même quantité 
qu'on pourra trouver par quelques essais, comme on l'a vu plus 
haut» 

Lorsqu'mie équation est réduite à la forme dont nous parlons , 
c'est-à-dire que tous ses termes ont le même signe, à l'exception 
du dernier terme tout connu, on fera passer ce dernier terme dans 
le second membre, et l'on pourra en extraire la racine à peu près 
comme dans les équations à deux termes où il n'y a qu'une seule 
puissance de l'inconnue ; seulement on aura besoin de plus d'essais 
et d'épreuves , à raison des différentes puissances de l'inconnue qu'elle 
contiendra. 

Ainsi, par exemple, si l'on a l'équation du troisième degré 

y + Ar* + By — N = o , 

dans laquelle A, B, N sont supposés des nombres positifs, en la 
mettant sous la forme 

jrs + Ar* -i- Bj = N, 

on voit qu'au lieu d'extraire simplement du nombre N la racine de 
la puissance ^^, il s'agit d'en extraire celle de la somme des puis- 
sances y^ + A;^ + B;^ î et ^\ a est la partie de cette racine déjà 
trouvée, et p le reste, on aura 

(3fl» + aAfl H- B);? + (3fl -f- A);>* +;?» = N — a« — Aa* — Ba 5 
et par conséquent, 

3a* + 2Aa+B ' 
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formule qui répond à celle-ci p < > ^ , sur laqueUe est fondé le 

procédé de l'extraction de la racine cubique. 
Prenons l'équation trouvée plus haut 

r* -H 4j^' -H 3^ — I =!= ^^ 
la formule sera ici 

1— a(a>+4a+3) 
A' ^ 3a*+fia-f 3 * 

11 est d'abord facile de voir que le premier chiffi» dé la valeur 
de a ne peut être que 0,9; faisant donc a ;= o,a, on trouvera ..«i 

p < / > o,o5. En prenant p ss 0,049 ^^ nouvelle valeur de a sera 
o,a4, et l'on trouvera p < -j^ — =-^^ < 0,008 , etc. 

O|O0«j • • • ^ 
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NOTE XIII. 



Sur la résolution des équations algébriques. 



La résolution des équations du second degré se trouve dans 
Diophante , et peut aussi se déduire de quelques propositions des 
t)atq d^Euclide; msiis îl parait que les premiers algébristes italiens 
Ta valent apprise des Arabes. Ils ont résolu ensuite les équations du 
troisième et du quatrième degré; mais toutes les tentatives qu'on a 
faîtes depuis pour pousser plus loin la résolution des équations, 
n'ont abouti qu*à faire trouver de nouveHes méthodes pour le troi- 
sième et le quatrième degré , sans qu'on ait pu entamer les degrés 
supérieurs, si ce n'est pour des classes particulières d'équations, 
telles que les équations réciproques qui peuvent toujours s'abaisser à 
un degré moindre de la moitié, celles dont les racines sont semblables 
aux racines des équations du troisième degré, et que Moiure a don- 
nées le premier , et quelques autres du même genre. 

I. Dans les Mémoires de l'Académie de Berlin (années 1770 
et 177 1 )) j'^i examiné et comparé les principales méthodes connues 
pour la résolution des équations algébriques , et j'ai trouvé que ces 
méthodes se réduisent toutes., en dernière analyse , à employer une 
équation secondaire qu'on appelle résolvante, dont la racine est 
de la forme 

a/ + aa/' -f- ct^x"' + a^x'^ + etc. , 

en désignant par x'y or", a/" y etc. les racines de l'équation proposée, 
et par et une des racines de l'unité, du même degré que celui de 
l'équation. 

Je suis ensuite parti de cette forme générale des racines , et 
j'ai cherché a priori j le degré de l'équation résolvante et les 
diviseurs qu'elle peut avoir , et j'ai rendu raison pourquoi cette équa- 
tion, qui est toujours d'un degré plus haut que l'équation donnée, 
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est susceptible d'abaissement pour les équations du troisième et du 
quatrième degré, et peut servir à les résoudre. 

J'ai cru qu'un précis de cette théorie ne serait pas déplacé dans le 
présent Traité, non-seulement parce qu'il en résulte une méliiode 
uniforme pour la résolution des équations des quatre premiers degrés, 
mais encore parce que cette méthode s'applique avec succès aux À]ua- 
tions à deux termes, de quelque degré qu'elles soient. 

2. Représentons l'équation proposée par la formule générale 

or" — Aaf^' + B— • — C— » + etc. :^ o , 

et désignons ses m racines par x\ a:'', x'", etc. ac^^j on aura^ par 
les propriétés connues des équations, 



_ js a?' + a:" + x^" + etc. + af^\ 

B = x'af' + x'a/" + etc. + a/'xf" + etc. , 

C = afx^'x'" + etc. 

Soit t rinconnue de l'équation résolvante; nous ferons, d'après 
ce que nous venons de dire , 

£ = x' + cw:" H- a^a/" + aW^ + etc. + «"-'.rW, 

la quantité a étant une des racines m^"" de l'unité, c'est-à-dire, 
une des racines de l'équation à deux termes j^ — i = o. 

Pour avoir l'équation en £, il faudra éliminer les m inconnues â/^ 
jc!\ x^y etc. , au moyen des équations précédentes qui sont aussi an 
nombre de m: mais ce procédé exigerait de longs calculs, et aurait, 
de plus, l'inconvénient de conduire à une équation finale d'un degré 
plus haut qu'elle ne devrait être. 

3. On peut parvenir directement et de la manière la plus simple 
à l'équation dont il s'agit , en employant la méthode dont nous avons 
fait un fréquent usage jusqu'ici, bquelle consiste à trouver d'abord la 
forme de toutes les racines de l'équation cherchée, et k composer 
ensuite cette équation par le moyen de ses racines. 

Il est d'abord clair que (}ant l'expression de / , on peut échanger 
entre ellef, A Vï'""'*"™^** ' V, etc., puisque rien ne 

3i. . 
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les distingue jusqu'ici Tune de l'autre* D'où il suit qu'on aura 
toutes les diflférentes valeurs de ^, en faisant toutes les permu- 
tations possibles entre les racines a^^ od\ x'^\ etc.; et ces valeurs 
seront nécessairement les racines de la réduite en t^ qu'il s'agit de 
construire. 

Or, l'on sait, par la théorie des combinaisons, que le nombre des 
permutations qui peuvent avoir lieu entre m choses, est exprimé 
en général par le produit i.2.3....m; donc l'équation en t aura 
en général autant de racines qu'il y a d'unités dans ce nombre, et 
sera par conséquent d'un degré exprimé par le nombre i.2.3...m; 
mais nous allons voir que cette équation est susceptible d'abaissement 
par la forme même de ses racines. 

Comme cette forme dépend de la quantité a qu'on suppose être 
une racine de l'équation ^ — i = o , nous commencerons par 
quelques remarques sur les propriétés des racines de cette équation ; 
et pour cela , nous considérerons séparément les cas où l'exposant m 
est un nombre premier, et celui où cet exposant est un nombre 
composé. 

4. Supposons d'abord que le nombre m soit premier; dans ce 
cas, toutes les puissances de (t jusqu'à oc" auront des valeurs dif- 
férentes, à moins que l'on n'ait a= 1. Car si deux puissances 
a^ et a' étaient égales, on aurait a'* = a% et de là of*— »= i; or au- 
cune puissance de tt moipdre que m ne peut être = i tant que et 
n'est pas = i . En effet , puisque a" — i = o , si l'on avait en même 
temps a" — 1=0, n étant </w, il faudrait que ces deux équa- 
tions eussent une racine commune; et en cherchant, par les règles 
ordinaires, le plus grand commun diviseur des deux quantités a*"— i 
et a" — I, on trouve nécessairement a — i pour ce diviseur, à 
cause que m est un nombre premier; de sorte que la racine com- 
mune aux deux équations a" — i = o et a" — i = o ne peut être 
que l'nnité. 

5. Il suit de là, i*. que les puissances «fr, a% a% etc. a" re- 
présentent toutes les racines de l'équation j^ — 1=0, en pre- 
nant pour (t une quelconque des racines de cette équation , autre 
que l'unité. Car puisque ft"=s 1 , on aura aussi ct*"= i , a^fss i^ etc. ; 
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de sorte que les puissances a y a\ a', etc. a" oeront aussi des ra- 
cines de la même équation; et comme elles sont au nombre de m, 
et ont toutes des valeurs différentes , elles donneront nécessairement 
toutes les racines de Féqualion^— i =o. 

6. Il s'ensuit aussi, 2*. que si, dans la série des puissances es, 
«•, et^y etc. a"""', l'on substitue pour (t une quelconque de ces puis- 
sances, comme a% n étant </?i; la nouvelle série a", a", a^% etc., 
en rabaissant toutes les puissances au-dessous de ot", à cause de 
tt" = 1 , contiendra encore les mêmes puissances, mais dans un ordre 
différent ; car il est visible que tous les exposans n, 2/1, 3/», etc. sont 
différens , et que leurs restes de la division par m le sont aussi , parce 
que m est un nombre premier; de sorte que ces restes étant au nombre 
de m, et tous différens entre eux, ne peuvent être que les nombres 
1 , 2j 3 , etc. m. 

7. Considérons maintenant le cas où 771 est un nombre composé. 
Dans ce cas , si n est un diviseur de m , toutes les racines de 
l'équation ^"—1=0 seront commune à Féquation ^ — • 1 = 0^ 
parce qu'en supposant le nombre r racine de l'équation ^" — 1=0, 
on aura r"= i , et par conséquent aussi r*= i : de sorte que r sera 
aussi racine de l'équation^— 1=0. En faisant donc a = r, on 
aura tt" =: i ; et si m= np, il est visible que dans la séné des puis- 
sances a, a% a*, etc. a", chacune se trouvera répétée p fois; par 
conséquent ces puissances ne pourront plus représenter toutes les 
racines de l'équation j^ — 1=0, parce que cette équation ne peut 
avoir de racines égales. 

8. Soit m=pqy p ^t Ç étant deux nombres premiers, et soit /3 
une des racines de l'équation j^'' — i = o , et y une des racines 
de l'équation j^ — i = o , il est clair que j8 et > seront aussi 
racines de l'équation ^—1=0, parce que (Sf* et y^ étant = i , 
on aura aussi /S''* = i , ^''^ = i ; mais toutes les racines de l'équation 

jr^ — 1=0 ne pourront pas être représentées par les puissances 
successives de ces racines /3 et y. 

On voit aussi que le produit fiy sera racine de la même équa- 
tion ^^ -— 1=0; mais aucune puissance de cette racine, dont 
l'exposant serait infér"*""»* à m, ^ être égale à l'unité^ 
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à moins que /3 ou ^ ue soit = i ; car il faudrait que l'exposant de 
cette puissance fût un diviseur de m, et par conséquent égal à 
p ou à 9 ; on aurait donc {fiyy = i , ou (fiyy = i . Dans le pre- 
mier cas , on aurait yz=si^ à cause de jS'' = i (byp.) ; et conune 
on a déjà y — i = o (hyp.), il en résulterait y — 1=0, à cause 
que p et q sont premiers entre eux ; dans le second cas, on aurait 
ià— 1 = 0. 

9. Ainsi, tant que (i et y sont différens de Funité, la racine fiy 
de l'équation j^*— i =0, a, lorsque mzsypq^ la même propriété 
que la racine a lorsque m est un nombre premier, savoir, que toutes 
les racines de cette équation peuvent être représentées par les puis^ 
sances successives de fiy. 

10. Comme les valeurs de j9 sont au nombre de ^, et celles 
de y au nombre de ^, les valeurs de fiy seront au nombre de pçj 
c'est-à-dire de iti ; et il est facile de prouver que ces valeurs seront 
toutes dififérentes entre elles, parce qu'elles peuvent être représen* 
tées par |S'>', en faisant successivement /'=i, 2, 3... p et.... 
^ = 1, 2j 3...^, à cause que les nombres p et ç sont supposés 
premiers. D'où il suit que toutes les racines de. l'équation ^-—is=o, 
m étant =^pqf peuvent être représentées par les produits l^y des 
racines des équations y^-^^ is=o,j^ — is=o,/7 et q étant des 
nombres premiers. 

On prouvera de même que simsspqrf en supposant ^ y 7, r des 
nombres premiers, et que ^ j y^i ^ soient respectivement des racines 
quelconques des trois équations j^'' —1 = 0,^ — i — o, jf — 1 = 0, 
le produit jS^cT , en donnant successivement à /3, 5^, cT toutes 
leurs valeurs , pourra représenter toutes les racines de l'équation 
y^ — 1 =: o ; et que celles de ces racines qui seront exprimées par 
jSj^cT, en excluant l'unité des valeurs de /3, 5^, J^, auront les mêmes 
propriétés que les racines de l'équation ^—1=0, lorsque m est 
un nombre premier. 

Et ainsi de suite. 

L I. Mais si l'on avait m=2p\ p étant un nombre premier, en pre- 
nant /3 pour une quelconque des racines de l'équatioi 
il est clair que j3 serait aussi racine de V 
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et que v^/3 le serait aussi. On prendrait donc, dans ce cas, pour y 

une quelconque des valeurs de y fi , et l'on aurait également fiy 
pour l'expression de toutes les racines j^ — i == o. 

De même, si mz=:p^y en conservant les valeurs de fi et y ^ on 

ferait, de plus, J^ = v/i3, et l'on aurait firy^ pour l'expression de 
toutes les racines de /*— i =o , en donnant successivement à fiyy^J^ 
toutes leurs valeurs. Et ainsi de suite. 

12. Donc, en général, si m=zf/*qr'.. . j et que fi y y^ J^j etc. 
soient respectivement des racines quelconques des équations 

jr'' — I =o, j^ — I =0, j^'— I =0, etc., p^ y, r, etc. étant des 

nombres premiers, si l'on fait, de plus, fi' =: yfi^ fi*'z=i^fi\ etc., 

y=j/5., y=^y, etc., cr'=v'cr, cr"=|/cr', elc, on aura... 
fififfi''. . . X >7V'. . . X cTc^'cT". . . pour l'expression générale des 
racines de l'équation ^— i=o, en donnant successivement à 
/S, fi'j etc., 7, y, etc., <f, «T', etc. toutes les valeurs dont ces quan- 
tités sont susceptibles chacune en particulier. 

On voit par U que pour avoir les racines de l'équation à deux 
termes J^ — - 1 = o, lorsque m n'est pas un nombre premier, il suffit 
de résoudre des équations semblables des degrés dont les exposans 
soient les nombres premiers qui composent le nombre m. 

1 3. Enfin nous remarquerons que comme l'équation j^ — « i =: o 
manqué de tous les termes intermédiaires, si l'on nomme i, «, /9, 
y^ etc. ses racines ^ on aura par les formules générales données au 
commencement de la Note YI, 

•i + «+ia+>4-cr4- etc. = o, 

1 + a* + iS* + y -H cT* -H etc. = o, 
I + a^ + j8« + y + J^' + etc. =5 o, 
etc., 
1 + a^' + iS— + y^« + /— + etc. s= oj 



ensuite, a, cause de a"=: i, fil^^=. i^ etc., on aura 
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j + a» + j8- + 7~ + cT" + etc. = m , 
I + flt»-^» + jS"-^" H- ;."-*•• + etc. = o , 
1 + a"-*-* + ^"-^* + >"•"*•• H- etc. = o, 

et ainsi de suite. 
Ces différentes remarques nous seront fort utiles dans la suite. 

i4* Ces préliminaires posés, considérons la fonction 

f = a:' H- aa:" + ol^x"' + ot?x'^ + a^x^ + etc. + a— 'x^">, 

dans laquelle x\ «'', x'"^ etc. o:^"*^ sont les racines de l'équation pro- 
posée du degré m^ tt et est une racine quelconque de l'équation. . • 
^ — 1 = 0, de manière que l'on ait «fr"* = i . 

On voit d'abord que cette expression est une fonction invariable 
des quantités tt^'x'y clx*\ ei^x"'^ etc. , et qu'ainsi le résultat des per- 
mutations des racines a^, x"j x'"y etc. entre elles ^ sera le même que 
celui des puissances de e^ entre elles. 

i5. Il suit de là que ctt sera le résultat des permutations simul- 
tanées de x' en x"y x^' en x'", etc. , o:^"^ en x\ à cause de a"=i. 
De même a^t sera le résultat des permutations simultanées de x' 
en x"\ oi* en a:*% etc., o:^"""'^ en x\ et off^^y en Jc", à cause de 
flt"= I , a*"**' =« , et ainsi de suite. 

Donc, t étant une des racines de l'équation résolvante en t ^ tu ^ 
aV, et?t^ etc., «fr"""*f seront aussi des racines de la même équation ; 
par conséquent l'équation en t devra être telle, qu'elle ne change pas 
en y changeant ^ en ctf, en «% en a'^, etc., en «""*<; d'où il est 
facile de conclure d'abord que cette équation ne pourra contenir que 
des puissances de t dont les exposans soient multiples de m. 

Si donc on fait ^ =s 8, on aura une équation en 6 qui ne sera 
que du degré i.a.3...77i— i,et dont les racines seront les difi^- 
rentes valeurs de d résultantes des permutations des /n — < i racines 
a/', jp"', etc., of^^ entre elles. 

i6. L'expression de fl sera, à cause de «•= i, (f}^:=i i, etc., de 
la forme 

fl = Ç* + af + «-f + «»^''' J^ etc. + a-n='0C— o^ 
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dans laquelle les quantités Ç*, ^', Ç", etc. seront des fonctions déter- 
minées de x\ a!\ ocf^\ etc. , lesquelles auront en général la propriété 
d'être invariables, par les permutations simultanées de c^ en 3il\ 
a!' en x"\ etc. , a:^"^ en x\ de x' en af^'^ a^' en a:'% etc. , or^"^*^ 
en x\ x^^^ en jc", et ainsi de suite ; ce qui suit de ce que 6 est éga- 
lement ==^ = {aty = (a*0"*> ®^^- 

Lorsque les quantités ^, ^, ^'', etc. seront connues, on aura tout 
de suite les valeurs de toutes les racmes a/, a:", x'"^ etc. de la pro- 

posée. Car puisque 6 = ^, on aura t= v^O; et si l'on dénote par i, 
*> /^ f 7 > ®^c- ies racines de l'équation jr^ — i = o , et qu'on dé- 
note aussi par fl*, fl', fl", etc. les valeurs de fl qui répondent à la sub- 
atitutibn successive de i, a, j8, ^, etc. à la place de a dans l'ex- 
pression de 6, on aura, à cause de 

/ = a:' H- Ao/' 4- cea^'* + etc. + a"-*x^-^, 
les équations suivantes: 

x! ^ af' + o?^' + etc. + j:« == v^, 
;c' 4. aor" + «•a/''+ etc. + «— 'a« = V?, 

y + ^af' + i8V+ etc. + i9— »:c<-> = y^', 

a/' + yaf' + >*^''4. etc. + y^'af^ = l/P, 
etc. 

Ces équations étant ajoutées ensemble, donneront d'abord par les 
propriétés des racines i , *, )8, 7, etc. (n® i3), 

^ _ •S* + \/¥ + y/? -;- etc. + v^9g=ô 

I» 

£nsmte , si on les multiplie respectivement par i , a""*, /S"*"*, 
>■"*, etc. , et qu'on les ajoute de nouveau ensemble , on aura , par 
les mêmes propriétés , 
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On trouverait de la mèoie m^oière 

V/» _ l/y + dt"^ |/y-f j8«-* Ç^P 4- >"-^ v^P -j- etc. 

et ainsi de suite. 

17. Nous remarquerons sur ces formules que le terme \/9^ étant 
égal à la somme x' -f- Jc" + ^"' + ^^c- d^s racines , est donné im- 
médiatement par l'équation; de sorte qu'on a \/fl^=A (n® 2), équa- 
tion nécessairement identique, et qui pourrait servir, s'il en était 
besoin, à s'assurer de la bonté du calcul. 

Il suit de là aussi que comme 6* =s Ç* -|-^' + Ç''+ etc. , en fai- 
sant a :=: I , on aura 

go ^ gf ^ gr/ ^ g^ç ^ ^-0 _. go ^ ^«^ 
et par conséquent, 

valeur qui, .étant substituée dans l'cfXpression générale de 8, la ré* 
duira à cette forme plus simple 

= A" + (« — or + (*•- i) f + («3 - i) g''', etc. , 

et l'on aura les valeurs de 6', 6'^, 0"\ etc., en mettant tt, /3,^, etc. 
racines de l'équation ^""^ + J*^* + J"""' + etc. + 1=0, à la 
pilace de et (n® a3). 

18. La diOlculté se réduit donc à trouver les valeurs des quantités 
Ç', Ç", r", etc. qui entrent dans l'expression de 9 , lorsqu'elles ne sont 
pas données immédiatement. Dans cette recherche, il convient de 
diâtitiguer le cas ou l'exposant m est un nombre premier de ceux où 
m est un nombre composé. 

Supposons d'abord que m soit un nombre premier; nous avons 
démontré ci-dessus (n^ 6), qu'alors en prenant pour a une racine 
quelconque de l'équation^— i =s o, autre que l'unité, si, dans la 
série des puissances «t, «t*, «^, etc. a*""', on substitue .à la .place de a 
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une quelcoDCfue de ces mêmes pmssances, on retrouvera toujours la 
même série de puissances , seulement dans ttn ordre difierent. Or 
il est visible que dans la fonction t , le changement de cl en a* 
répond aux permutations simultanées de af' en ^', a/" en x^, etc.; 
que le changement de a en oc' répondra àiix permutations simul- 
tanées de x" en ar*% a/" en o:^", etc., et ainsi de suite. Donc, 
les changemens successife de cl en a% «', etc» «"""% répondront 
à autant de permutations où a/' prendra la place de j/", x'% etc. af^^ ; 
ce qui fait m— i permutations dont ohacune pourra] ensuite être 
combinée avec toutes les permutations possibles entre les autres /n-^a 
racines a/", jc*% etc. a:^"^ 

Il en ^era donc de même de la fonction 6 ; et comme dans cette 
fonction les changemens de ot, en a% a', etc. répondent à des per- 
mutations de ^' en 0", en ^'", etc. , correspondantes à celles de :xf 
«n a/^j en jc"^, etc. , dans la fonction / j il est facile d'eh conclure 
que les quantités Ç', ^'y Ç"*, etc. fieront les m — i racines d*une 
équation en ^ du degré /ti — i , dont les coefficiens seront des 
fonctions de x'y x''y x'^y etc. , qui ne seront susceptibles que d'au- 
tant de valeurs différentes qu'il y aura de permutations entre les 
7» — a raduQes «'", x^\ etc. x^'\ c'est-à-dire de i • a • 3 * » • (/w*^a) 
valeurs, et dépendroflt par conséquent d'équatiotis du degré. «• 

I.2.3.. .(/Il— <2). 

19. On peut même démontrer que tous ces coefficiens ne dépen- 
dront que d une seule équation de ce même degré j car si l'on re- 
présente par 



Ç**-* — MÇ""^ -f. N0"-» ~ etc. «a G , 

l'équation en Ç, dont Ç', Ç", ^"\ etc. sont les racines; en faisant 
dans les fonctions M, N, etc. les i.a.3. • • (m— -a) permutations 
entre les racines x"', a:'% etc. , on aura autant de pareilles équations 
qui , étabt multipliées ensemble , donneront une équation finale 
en du degré i.3.3...m— -i, dans laquelle les coefficiens seront 
des fonctions invariables des radnes j/, a/\ xf^y et par conséquent 
déterminables par les coefficiens A , B , C , etc. de l'équation 
proposée. 

L'équation 0"""* — MÇ"^* + N^""' — etc. = o sera donc un 

3i.. 
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diviseur Je celle-ci ; faisant la division à la manière ordinaire , 
et galant à zéro les ot— i termes du reste, on aura autant d'équar 
tions dont les premières m — 3 donneront les valeurs de N , P, etc. en 
fonctions rationnelles de M. Ainsi il suffira de trouver l'équation en M 
du degré i«2.3...m — x 

Si donc cette équation pouvait se résoudre , et il suffirait d'en 
connaître une seule racine, on aurait les valeurs des coefficiens 
de l'équation en Ç, qui est d'un degré moindre d'une unité que 
la proposée, et dont les m— - i racines seraient les valeurs des quan- 
tités Ç', Ç", 0'", qui entrent dans l'expression de 0. 

20. Mais au lieu de chercher les racines 0', Ç", ^"\ etc. , il pour- 
rait être plus simple de chercher directement fl', fl", fl''', etc. Il est 
clair que ces quantités seront les racines d'une équation en 6 du 
m— 1 degré, qu'on trouvera en éliminant a de l'expression de 9, 
au moyen de l'équation ât" -^ i =0, après en avoir ôté la racine i, 
c'est-à-dire de l'équation 

a"-» + -^ 4. «-S ^ etc. + 1=0. 

Cette équation en sera ainsi débarrassée de la racine a, et ses 
coefficiens exprimés par les quantités ^% Ç', Ç", etc. étant consi- 
dérés comme fonctions des racines a/, xf'y x"'j etc. , ne seront sus- 
ceptibles que de i .a.S. • •(/?!-— 2) variations par toutes les per- 
mutations possibles entre ces racines ; car comme les changemens 
de place de x^ répondent aux substitutions de ee*, «^, etc. , au lieu 
de a, et que la quantité a a disparu de l'équation en 8, il s'ensuit 
que dans l'expression de ses coefficiens , on pourra r^rder af' comme 
fixe, ainsi que x'. 

Sans employer la voie de l'élimination , on pourra parvenir 
directement à cette équation en 6, au moyen de ses racines 0', 
6^', 6''', etc. , dont l'expression est connue ; car en représentant cette 
équation par 

fl— « — Tfl^* + Ufl— * — etc. = o , 
on aura , par les formules connues , 
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T = fl' + 6" -f- fl'" + etc. , 
U = 0'6" + Ô'G'" + n^" + etc. , 
etc. 

21. On pourra faciliter beaucoup la délerniination de ces coeffi- 
ciens , en les déduisant des sommes des puissances successives des 
racines fl', 9^', etc. jusqu'à la /îi""" puissance. En effet , si Ton élève 
successivement le polynôme 

• 

0o + ^^/ ^ ^.çf/ ^ ^8Ç/// ^ etc. + a«-«0C— o 

aux puissances 2*"% 3*"", etc., et qu'on dénote par 02, 03, 04> ^^c- 
les termes de ces puissances , qui ne seront point affectés de la 
quantité ci, après avoir substitué partout i pour a"*, a pour a""^^ 
et ainsi des autres; que, déplus, on fasse pour l'uniformité 

fl« = ^« 4- Ç' + Ç" + Ç'" + etc. H- çc— 'Jj 

en sorte que les quantités 6^, 8', 6'', etc. répondent aux racines i , 
Cl, jS, etc.^ il est facile de voir qu'on aura , par les propriétés de ces 
racines exposées plus haut , mÇ', m^2 , /?iÇ3 , etc. pour les sommes 
des puissances i*", 2*"% 3*"% etc. des quantités 9% fl', fl", etc. 

Or fl** = A* (n® 17); donc, si l'on retranche respectivement des 
quantités m^*, m^s, /7i03, etc. les puissances de A"*, les restes 
mÇ* — A"*, /îi0a — A*", m^3 — A*", etc. sont les sommes des 
m — I racines fl', fl", 6"', etc. de leurs carrés, de leurs cubes, etc.; 
d'où Ton tirera les sommes de leurs produits deux à deux, trois 
à trois, etc. par les formules données dans le chapitre I*' (n? 8), 
ainsi qu'il suit r 

T = mÇ* — A"», 

U = T( yng«> — A"» ) _ mga — A 



am 



V UÇmg^ — A»") T(/iif 2 — A**"). , mP3 — A^» 

V g 5 f. ^:l—^ , 

etc. 

aa. Maintenant, si l'on fait dans les expressions des coefficieus 
ï, U, V, etc. en x\ od\ x'"^ etc. toutes les permutations pos- 
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sîbles entre ces racines a!^ a/', etc., on ne trouvera pour chacun de 
ces coefiiciens que i .3.3. . .(m— 2) permutations provenant unique- 
ment des permutations entre les /w — 2 racines a!\ x"', etc. 

Ainsi on aura pour la détenninalion de T une équation de ce même 
degré , qu'on pourra former par le moyen de ses racines, ensuite on 
trouvera les valeurs des autres coefiiciens U, Y, etc. en fonctions 
rationnelles de T, par la méthode donnée plus haut, relativement 
aux coefiiciens de l'équation Ç (n® 19). 

Le problème se trouvera donc réduit à la résolution de l'équation 
en T du degré i • 2 . 3 • . • (/n — 2) , laquelle sera toujours d'un degré 
plus haut que la proposée, lorsque m sera au-dessus de 3. Il est pos- 
sible que cette équation puisse être abaissée à un degré moindre , 
mais c'est de quoi il me parait très difficile, sinon impossible, de 
juger h priori. 

23. A l'égard des racines a j /3 , y ^ etc. , comme elles sont avec 
l'unité les racines de l'équation ^"—1=0, si l'on divise cette 
équation par ^ — i , pour en éliminer la racine i , on aura l'équa- 
tion du degré m— - 1 , 

^-1 ^^-t ^ jm^S ^ etc. + I s= o, 

dont a, ^j >> etc. seront les m— -i racines. 

Cette équation est d'abord , comme Ton voit , d'un dt^ré moindre 
d'une unité que l'équation proposée ; mais étant d'une forme con- 
vertible, elle peut toujours s'abaisser à un degré moindre de la 
moitié; de plus, par la belle découverte de M. Gauss, on peut 
la résoudre i l'aide d'autant d'équations qu'il y a de facteurs pre- 
miers dans m— I, et qui ne montent qu'aux degrés marqués par 
ces facteurs. On peut même la résoudre directement sans passer 
par aucune équation intermédiaire , comme on le verra dans la Note 
suivante. 

a4. Nous avons supposé (n® 18) que l'exposant m du d^é de 
l'équation est un nombre premier ; considérons maintenant le cas 
où cet exposant est un nombre composé. Dans ce cas, nous avons 
vu que les racines de l'équation j^ — i = o sont de deux espèces ; 
les unes sont communes à l'équation ^—1=0, n étant un 
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iliviseur de m, et leurs puissances ne peuvent pas représenter toutes 
les racines de Féquation primitive, parce qu'elles n'ont de valeurs 
différentes que jusqu'aux puissances n ; après c|uoi , les mêmes 
valeurs reviennent toujours dans le même ordre ; les autres n'ap- 
partiennent qu'à l'équation j-"* — i = o, et jouissent des mêmes pro- 
priétés que les racines de cette équatiçn , lorsque m est un nombre 
premier. Ainsi, il faudrait d'abord borner le raisonnement du 
n® i8 aux seules racines a, qui sont propres à l'équation ^— 1=0, 
et modifier, en conséquence^ les conclusions qne nous en avons 
déduites, relativement à l'équation en Ç. De plus, en n'employant 
même que ces racines pour a, on ne peut pas dire que la sub- 
stitution d'une puissance quelconque de a à la place de et dans la 
série a, a% a', etc. ot"^*, redonne toujours les mêmes termes, 
parce que si m = /zp, la substitution de a" pour et^ ne donnera ja- 
mais que les puissances a", «•", etc. a"', à cause de a*' = i . 11 
résulte de là que les quantités Ç', Ç", ^'", etc. ne pourront- plus être 
les racines d'une même équation , mais devront dépendre d'équa-^ 
tions différente^ qu'il faudrait chercher jséparément , ce qui alonge- 
rait le calcul. 

Mais en employant les racines communes à l'équation ^" — 1=0, 
la méthode générale se simplifie, et la résolution du degré m se réduit 
à celle d'autant d'équations des degrés inférieurs n que l'exposai;it m a 
de facteurs premiers ; c'est ce cjue nous allons développer. 

aS. Supposons donc que le nombre m ait un diviseur n, nous avons 
vu (n^ 7) que toutes les racines de l'équation ^"— i =0 sont com- 
munes à l'équation y"^ — i = o ; ainsi dans la fonction 

t =L x' -^ oux^' + a'x"" -+- etc. + a^-'afi*^ , 

nous pourrons prendre pour cLwue ()es-raciues de l'équation j^"—i:=o. 
On aura alors «"= i , a""^'=a, «""♦"■=*■, etc., â*"=si , a*""^'=3a, 
a*""^* = flt% etc., jusqu'à a"= i; et l'expression de ^ se réduira à 
celle forme plus jsimple, 

^ = X' + ctX" + a»X"' + etc. + a-'XC-> 

en faisant, pour abréger,. 



256 NOTE XIII. 

X' = x' + x^"-^'^ + ^(t«+o ^ etc. + arC«— t-i)^ 

X'' = a/' + a<-^*^ + a^-"^*> + etc. + a:C—»H-)^ 

X'"= 0:'''+ 0:^-+^) + a<*"*« + etc. -j^ ar^— +3), 
etc. , 

XW= jçCO^ jtjC O ^ jpOiO ^ etc. + ar^"\ 

Regardant maintenant les quantités X\ X^', X''', etc. X^"^ comme 
les racines d'une équation du degré 7i, il est clair qu'on pourra appli- 
quer à la fonction t les mêmes raisonnemens qu'on a faits dans les 
n^' i5 et i6y et qu'on parviendra à des conclusions semblables. 

Ainsi, en disant t'srO , on aura, à cause de a*;?= i , une exprès* 
sion de de la forme , 

e = ^* + af + a*^' + etc. a»-^Ç^-*^ 

dans laquelle les quantités ^^, 0', ^\ etc. seront des fonctions con- 
nues de X', X'', X"', etc. lesquelles auront la propriété d'être in- 
variables par les échanges simultanées de X' enX'', X^ en X^, etc., 

X^«> en X'. 

Connaissant ces quantités, on aura immédiatement les valeurs 
des racines X', X^', X^, etc. , par des formules semblables à celles 
du n® i6. 

Ainsi, en prenant i , a, )3, etc. pour les racines de l'équation. .. 
jr» ^— I ^3 o ; et supposant que fl% 6', &\ etc. soient les valeurs de fl 
qui répondent à^s= i , a, /3, 7, etc., on aura 

^/ _ V'F + \/¥ + \/¥ + etc. 

n * 

y, _ |/F + et»-' \/¥ + i8»"' </5^ + etc. 



ete. , 



où l'on remarquera que le terme |/6* est ' 
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des racines, qui est ici 

X' + X" + X''' + etc. = or' + x" + x"^ + etc. = A. 

On n'aura encore par là que les racines X', X", X''', etc. ; pour 
avoir les racines primitives a/, a/', a/", etc. , il n'y aura qu*à regarder 
séparément celles qui composent chacune des quantités X^, X'', X'", etc. 
comme les racines d'une équation du degré égal au nombre de ces i*a- 
cines, et y appliquer la même méthode. 

26. Lorsque n est un nombre premier, ce qu'on peut toujours sup- 
poser en prenant pour n un des facteurs premiers du nombre m, les 
quantités 0', 0", 0"', etc. seront, comme dans le n^ 18, les racines 
d'une équation du degré n — - 1 , dont les coefBciens dépendront d'une 
équation du degré i.a.3.../ï—- 2. Cette dernière équation aura pour 
coefficiens des fonctions rationnelles de ceux de l'équation en X, dont 
X', X", X''', etc. sont les racines. Or ceux-ci ne sont pas connus j 
il n'y a que ceux de l'équation donnée, dont a:'^ a!\ x^", etc. sont les 
racines, qui le soient; il s'agit donc de voir comment ceux-là pour- 
ront dépendre de ceux-ci. 

11 est clair qu'en substituant pour X', X", X''', etc. leurs valeurs 
en x'^ j/', x^'^ etc. , les coeflfîciens dont il s'agît deviendront des 
fonctions connues des racines a:', a/', x"\ etc. ; et pour trouver les 
équations d'où ces fonctions dépendront , la difficulté se réduira 
à chercher de combien de valeurs différentes ces fonctions seront 
susceptibles par toutes les permutations possibles entre les racines xfj 
x", x'", etc. a:^"^ 

27. Le nombre total des permutations entre ces m racines, est 
en général i.2.3.../7i; mais s'il y a des permutations qui ne 
produisent aucun changement dans les fonctions dont il s'agit, il 
faudra diviser par le nombre de ces permutations le nombre total 
des permutations, parce que chaque permutation se combinant 
avec toutes les autres, ne s'ajoute pas aux autres, mais les mul- 
tiplie. 

Or les racines a/, a:<"+»>, etc. , a:^"-^«> qui enti«nt dans l'expres- 
sion de X', et qui sont au nombre de /? , à cause de m ^^ np ^ 
sont susceptibles de' \.:x.Z...p permutations; mais comme eUes 

33 



i58 NOTE XIII. 

entrent dans X' sous une forme invariable, leurs permutations ne 
produisent aucun changement dans la valeur de X', par conséquent 
on aura d'abord le diviseur x .^.S. • • ^. 

L'expression de X'' étant dans le même cas , donnera de nouveau 
le diviseur i »2»3. . .py de sorte qu'on aura le diviseur (i .a.3. . •/')% 
à raison des deux fonctions X' et X''; par la même raison, les 
trois fonctions X', X", X'", donneront le diviseur (i.n.3. . .py et 
les n fonctions X', X", X''^, etc. X^'^ donneront par conséquent le 
diviseur (i.2.3.. .p)'. 

Enfin les n quantités X', X", X'", etc. sont susceptibles en elles- 
mêmes de 1.2.3. .. n permutations ; et comme les coefficiens de 
l'équation en X, sont des fonctions invariables de ces quantités, il 
en résultera encore le nouveau diviseur i.^t.S... n. 

D'où l'on peut conclure que les coefficiens de cette équalion , re- 
gardés comme des fonctions des m racines a:', a:", or"*, etc. , ne seront 

susceptibles que de 5 — 11/ a \k valeurs différentes, et 

ne dépendront par conséquent que d'une équation de ce degré. 

Ainsi , les coefficiens de l'équation du degré i.a.3.../2 — 2, qui 
sont des fonctions rationnelles de ceux de l'équation en X, dépen- 
dront d'une équation de ce degré. 

Donc, en donnant h ces coefficiens toutes les valeurs qui ré- 
pondent aux racines de cette dernière équation , et multipliant 
ensemble toutes les équations résultantes, on aura enfin une équa- 

t.on du degré ..^...^ >< (,.,.3...^). X i .2.3. . .«- a), savoir, 

1 !2 3 m 

< l ' a Tïî ce sera l'équation d'où dépendront les coef- 
ficiens de l'équation en du degré n — i , dont les racines seront 
les valeurs de 0', 0", ^'"^ etc. Ainsi on peut dire que c'est à une 
équation de ce degré que la résolution de l'équation proposée se ré- 
duira en dernière analyse. 

28. Pour achever la résolution de l'équation proposée en or, il 
faudra encore tirer les valeurs de ses racines a/^ x^% ûc'", etc. x^'^^ 
de celles des racines X', X", X''', etc. (n® 25). Pour cela, on 
regardera les p racines x', j^*"*"'>^ etc. , qui composent la valeur 



NOTE XIII. a59 

de X', comme étfiait les racines d'une équation du /?*'*' degré , et 
qui sera de cette forme 

x^ — X'af-* + Aof-* — fiar-^ + vjcT-^ — etc. = o, 

dans laquelle les ooefficiens A , ft , y ^ etc. seront inconnus; mais comme 
cette équation est censée renfermer p des m racines de l'équation 
proposée 

a:" •— Ajc"""* + jc"*"^ — Caf^^ + etc. = o. 



où mssznpy elle devra être un diviseur de celle-ci; par consé* 
quent il n'y aura qu'à faire la division ordinaire, en supposant 
nuls les termes affectés de af'^^ af^% etc. dans le reste. On aura,' 
par ce moyen, p équations en X', A^ ft, etc. dont les y^ — i 
premières donneront les valeurs de A, fe, etc. en X^, par des équa- 
tions linéaires. Ainsi X' étant connu, on aura aussi A, /te, etc., et 
il ne s'agira plus que de résoudre cette équation du d^ré p. De 
même, en substituant la valeur de X'' à la place de celle de X', 
on aura l'équation qui dontiera les racines a/', ^t^^*^, a:^"*"'^, etc. , 
et ainsi de suite. 

2g. On voit par là* que cette dernière méthode revient à dé- 
composer l'équation du degré m:=snp en n équations du degré/?; 
mais si, pour cette décomposition, l'on suivait la méthode ordinaire, 
il faudrait résoudre une équation du d^é 

m{m — i) (i» — a)» . . ..(»»—/> + 1) 
i.a.3 p ' 

comme nous l'avons vu dans la Note X ; au lieu que celle-ci ne demande 
que la résolution du degré 

1 .3.3. • . .m 



(n— i)?»(i.a.3. .../>)•' 



qui est toujours moindre que le précédent. 
Soit m = 4 ) /!= a , ps=i2y ces degrés seront 

4*3 ry . i.a.3«4 o 

i.a ' a(a;* ' 



33.. 
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Soit /7i = 6y 71=2, ^=3, on aura 



6.5.4 1.2.3.4.5.6 

x.a.3 ' 2(1.2.3)* ^ 



k(l.2.3)« 

et si l'on fait /» = 3 , /? = 2 , on aura 



6^ 
1.2 



^ 1.2.3.4*5.6 ^_^ K 

"» 2. 3(1. 2)* — ^^» 



et ainsi de suite. 



3o. Appliquons la théorie prëcédente aux équations du second , 
du troisième et du quatrième degré. 

Soit d'abord l'équation du second degré 

X* — • Ax 4- B = o , 

dont les racines soient a/ et a:'\ 

On a ici m = 2, qu'on peut regarder comme un nombre premier ; 
prenant pour et une racine de l'équation ^* — i ^ o , on fera 

t z= x' + aoé\ 

d'où l'on déduit 

fl = r = x'' + a/'» + aax'ar", 

à cause de ee * ss i ; donc ^ = ^x?oé\ fonction invariable des racines 
af et a!\ 

En effet , on a B =: x!oà\ et par conséquent ^ = 2B. Or l'équa- 
tion j^ — 1 = donne j^ = 1 , — i ; donc a = — i , et (n® 17) 
y = A* — 2^' = A* — • zJB. Ainsi les expressions des deux racines 
seront (n*** 16, 17) 

, _ A+t/(A*-4B) 

2 ' 

j^/_ A--t/(A*-4B) 

2 * 

comme on le sait depuis long-temps. 

3i. Soit maintenant l'équation générale du troisième degré 
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x^ — Ax* + Er — C 5= o, 

dont les racines soient a/, a/\ x'". 

Ou a ici 171=3 nombre premier; la fonction t sera donc, en 
prenant pour a une racine de j*' — i s= o , 

t = x' + etx" + a^x'", 

et la fonction fl = ^' sera , à cause de a' ^ i , 

où l'on aura 

0- = x'' + a:"* + x"'^ + fec^a/V, 

Les quantité ^', ^" seront donc les racines d'une équation du se- 
cond degré, dont les coefficiens dépendront d'une équation du degré 
1 .2. . ./w — 2, c'est-à-dire du premier degrë, et qui seront par con- 
séquent des fonctions rationnelles de ceux de l'équation proposée. 
En effet, on voit que par toutes les permutations possibles entre les 
trois racines a:', jc", or^", les deux fonctions ^', Ç" restent les mêmes, 
ou se changent l'une dans l'autre ; de sorte qu'en les supposant ra- 
cines de Péquation 

?• - MÇ + N = o, 

on aura M = ^'H-0'^, N=0'^'' fonctions invariables de x'y x^, af^^ 
et par conséquent déterminables par les coefficiens A , B, C de la 
proposée. 

En effet, on trouve facilement, par les formules de la Note X (n** 4)> 

M = 0' + f = 3AB — 9C, 

N = ^'0" = gB^ + 9(A» — 6AB)C + 8iC*. 

Ainsi l'on n'aura à résoudre que l'équation du second degré 

Ç» — (3AB — 9G)0+9B^+9(A' — 6AB)C + 8iC' = o, 
dont on prendra les deux racines pour lei valeurs de Ç' et Ç". 
Faisant ensuite (n° 17) 



3 


+ 


> 


3 


+ 


> 

/81/F 
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S' = A» + (« - oe + («• - ,)f', 
fl" = A' + (/3- ,)Ç'-f-(/3«- or, 

et subtituant^ dans les formules du n^ i6, 3 au lieu de m, et A 

s 

au lieu de \/5* (n*^ 17) , on aura 

^ 3 y j IX _ 5 

V' — A + ^yy + /gyS^ > ou bien J n 

II 
^ _ A + ^ </y + g l/ê^ \ \n, _ 

à cause de )3 = a% et par conséquent j8* = ee. 

Et les deux quantités et, /3 seront (n^ a3) les racines de l'équa- 
tion J^ + ^ + I == o , laquelle donne 

3j. Mais on peut avoir des expressions plus simples , par le moyen 
de l'équation en , qui sera ainsi du second degré. 

En représentant cette équation par 

0* — . TO + U = o , 

on. trouvera les valeurs de T et U par les formules données plus 
haut (n*^ ai). 
On aura ainsi 

T = 3Ç* — A\ 

^ _ T(3g^ — A^) 3ga— A^ 

oà ^2 est le premier terme d^agé de tt dans le développement de 
(Ç*-|-aÇ'-|- a*Ç")*5 ®^ ^^^ trouve, à cause de a' = i , 

Ça == (0«)' H- a0'f . 
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Or on a (n* 17) Ç*=A^ — 0'— 0" = A*— ^M; donc puisque 
f 'Ç" = N , on aura 

T = 2A' — 3M, 

U = — — 3(A3— M)* + 6N — A^ ^ 

et substituant les valeurs de M et N trouvées ci-dessus, on aura 

T = 3A« — 9AB + 370, 

U = A* — gA^B + a7A*B* — 27B = (A* — 3B)». 

L'équation en 8 sera donc 

fl« _ (2A« — 9AB + 27C)6 + (A' — 3B)» = 0, 

dont les deux racines étant prises pour V et S'', et substituées dans 
les expressions précédentes de œ\ cd\ a:'", etc. , on aura la résolu- 
tion la plus simple de l'équation du troisième degré. 

33. Venons à l'équation du quatrième degré représentée par 
la formule 

jc4 _ Ax^ + Bo:» — O + D = o. 

Comme on a ici 4=^*3 9 ^^ ^^^ P^"^ simple de suivre la mé^ 
ihode du n^ a5 ; en faisant n = a , on prendra pour cl une racine 
de l'équation ^ — 1=0, en sorte que a* = i . On fera ainsi 

i = X' + aX\ X' = x' + x", X" = x" -t- x'\ 
De là, on aura 

fl = f + a^' et 0* = X'* + X"% Ç' = aX'X". 

Ainsi l'équation en ^, dont ^' est racine, ne sera que du degré 
ji _ I ^ c'est-à-dire du premier degré , et ses coelficiens ne dé- 

pendront que d'une équation du degré ' ' ' =3 ( n* 27 ) j de 

sorte que l'on aura en ^' une équation du troisième degré, telle 
que 
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Les racines de cette équation seront les valeurs de 

qui proviendront des permutations entre les trois racines ; et il est 
facile de voir en efiet que ces valeurs ne seront que les trois suivantes : 

2{x' + x"') (o/^ + x^O , 
2(0:' + x" ) {x'" + x'^) , 
2(0:' + x'^) (a/' + a:'")- 

D'après ces racines, on pourra former les coefficiens M , N, qui se trou- 
veront exprimés par des fonctions invariables de x\ .r", xf'^^ x^^j et 
seront déterminables en A, B, C, D. 

34. Pour faciliter cette recherche y nous remarquerons que l'on a , 
par l^quation proposée, 

B = x'x" 4- x'x'" + x'x''' + x'V 4- x^'x'^ + x"'x'^ 

= (a/ + x'") (x" + x'^) + x'x^" + x^'x'^ 

= (x' + x" ) {x'" + x'^) + x'od' + x'^'x'" 

= (x' + x'^) (x" + od") + x'x»^ + x'^x^'' J 

d'où il suit que si l'on fait 0' = 2B — 2w , l'équation en Ç' se trans- 
formera en une équation en u^ dont les racines seront 

Soit 

M« — Rm» + Sm — T = o 

cette équation en 2i, on aura 

R = x'x''' + od'x''' + x'x" + a:'"a:'^ + a/x»^ + o/V" = B, 

et l'on trouvera de la même manière, en employant les formules don- 
nées dans la Note X , les valeurs suivantes : 

S = AC — 4D, T = (A' — 4B)D + CV 

Désignons par i^' une quelconque des racines de Féquation en u^ 
tt» — Bii' -h (AC — 4D)i* — (A- — 4B)D — C* = o , 



NOTE XIII. a65 

on aura^'=aB—- ai«'; et de U, en disant A^»^i et nz:s2y on aura 

0' = A* — af = A* — 4B + 4i/, 
et enfin 

35. Maintenant, comme X'^x' + x"', on peut regarder x' et Jc'" 
comme les deux racines de l'équation du second degré (n* a8) , 

jc* — Xfx + A = o; 

et pour avoir X, il n'y aura qu'à diviser l'équation proposée du^ 
quatrième degré par celle-ci j le premier terme du reste ^alé à zéro 
donnera 

X^3~Ay«4-BX^ — C 
^"^ aX' — A ' 

ainsi 9 en résolvant l'équation du second degré, on aura 

a: — jj , or ^ , 

et comme X'' = ^^ »|- a:'% on aura les racines af'y x^^y en changeant 
dans ces expressions X' en X'^, ce qui ne demande que de changer 

le signe du radical \/d\ 

Cette solution revient & celle de Descartes, dans laquelle pn ré- 
sout l'équation du quatrième degré en deux du deuxième, moyennant 
une du troisième. 

36. On peut simplifier ces formules en substituant d'abord. .. 
T — — à la place de u, ce qui donnera cette équation en fl, 

e» — (3A- — 8B)6* + (3A^ — i6A*B + i6B- + i6AC— 64D) 
-.(A'-.4AB + 8C)* = o, 

dont 6' sera une quelconque des racines à volonté; mais en em- 
ployant les trois racines, on peut avoir tout d'un coup les quatre 
racines Jc*, a/', jc'^, x*^. 

Car en &isant a sss -^ i , on a 
' 31 
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t = x' ^ x"* — x" — JC'% 

et par conséquent, 

fl = <' =! (j:' + X"' — X" — X'^'Y. 

Cette expression de 8 n'est en eOet susceptible que de ces Irois 
valeurs différentes 



qui seront par conséquent les trois racines de l'équation en 0. 

Nommons 6', 6'', fl'" les trob racines de cette équation j on aura 
donc ces trois équations 

X* + x'^f _ a:'' — x'^ = V^, 



x' 4- a?" — x'" — x" = 


= V^ô", 


a/ + «•' — a" — x'" = 


= Vfl'", 



qui , étant jointes i l'équation 

a/ + a?" + -x'" + x»' = A , 

laquelle répond à a=a i , serviront à déterminer chacune des quatre 
racines «', Jf", j:"', ar", et l'on trouvera 

, _ A + \/9 + \/¥ + y/ r 
ar — : I , 

V — A - |/y + j/r - l/F" 
^ — 4 » 

^r/_- A + )/V - {/¥ - \/W 
or 1 ; , 

4 

37. Cette solution, la plus simple de toutes, est due à Euler, 
mais elle présente une espèce d'ambiguité , à cause des radicaux 
carrés qui peuvent être pris chacun en plus et en moins. En effet, 
on voit qu'en changeant le signe d'un quelconque de ces radicaux , 
ou les signes des trois radicaux à la fois, on a on autre système de 
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racines, représente par les formules 



^< _ A - i/y - y/S ' - t/e* 

„ _ A + i/y - y/â' + 1/5*" 

^«,_ A - y/? + y/F -f- y/p - 

.,_ A + y/â^ + i/fl^ - y/â^ 

4 



Au contraire, eu ne changeant à la fois que les signes des deux ra- 
dicaux y on a toujours le même système de racines. Ainsi , pour savoir 
lequel des deux systèmes il faut employer, il n'y a qu'à déterminer 

le signe que doit avoir le produit \/ô' X \/W X V/S^. 
Or l'équation en donne 

fl/ X fl'/ ^ 0^// _ (A» — 4AB + 8C)-j 
donc , extrayant la racine carrée 

Vô^ X v/r X \/¥' = db (A» — 4AB H- 8C), 

et remettant pour V^j V^r \/^' ^^^^s valeurs en x'y or", etc., 
(x' + a/" — a/' — x*^) (x' H- a:"— x'''— or»^) (of^+a:'^— a:"— «^) 



(A^ — 4AB H- 8C). 

Pour déterminer le signe ambigu , il n'y a «qu'à considérer un cas 
particulier , par exemple , celui où les trois racines a/', a/", x*^ sont 
nulles. Dans ce cas, on aura A=:a:', B=:o, Cs=o^ D=so, et l'équa- 
tion précédente deviendra a/' = cb A', par où l'on voit qu'il &ut 
prendre le signe supérieur pour la rendre identique. Ainsi on aura 
nécessairement 

\/¥ X \/¥' X \/^ = A» — 4AB + se. 

D'où l'on doit conclure que lorsque la quantité 

A» — 4AB H- 8C, 

34.. 
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aura une valeur positive i il faudra employer le premier systèmie des 
racines; et que lorsque cette quantité aura une valeur négative, il 
Êiudra employer le second système,, en donnant toujours aux radi- 
caux V/Ô^, \/¥, y/¥ une valeur positive (*). 

38. Passé le quatrième degré, la méthode, quoiqu'applicable en 
général , ne conduit plus qu'à des équations résolvantes de degrés su- 
périeurs à celui de la proposée. 

Pour le cinquième degré, soit la formule générale 

a^ — Aar* + Bjc* — Gr» + Dor — E = o, 

dont les racines soient x', af'j ocf^^ ar'% x^. 
On aura ici /7i = 5 nombre premier , et l'on fera 

où a est une des racines de l'équation y^ '— i = o, autre que 
l'unité. 

On fera ensuite «9 = <^ et l'on parviendra à une équation en 8 
du degré i «21.3.49 mais qui sera décomposable en ^.3 équations 
chacune du quatrième degré; de manière qu'en représentant cha- 
cune de ces équations par la formule 

fl4 _ 10» + tO- _ XO + Y =r o, 

les coefficiens T, U, etc. ne seront susceptibles chacun que de 
six valeurs différentes, par toutes les permutations possibles entre 
les cinq racines a/, a!\ a?"', :c*% a?% dont ces coefficiens sont fonc- 
tions; et ces six valeurs ne dépendront par conséquent que d'une 
équation du sixième degré ; de sorte qu'en dernière analyse , la 
résolution de l'équation du cinquième degré serait réduite & celle 
d'une équation du sixième. Il est donc inutile d'entreprendre ce 
calcul dont on peut, au reste, voir le commencement dans les 
Mémoires de l'Académie de Berlin (année i77i9P« i3o et suiv.^. 

39. Nous n'avons considéré jusqu'ici que des fonctions résol- 
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ventes de la forme x'-|-cwc^'H-tt'x'"+etc.; mais les pnncipes que 
nous avons employés pour trouver directement l'équation dont ces 
fonctions seraient les racines, peuvent s'appliquer à toute autre 
fonction des racines a/, x^\ o/^, etc. de l'équation proposée. Il 
ne s'agit que de chercher toutes les différentes formes dont la 
fonction proposée est susceptible par toutes les permutations des 
racines x\ a/', x% etc. entre elles, et former une équation qui 
ait toutes ces différentes formes pour racines* Les coefficiens de 
cette équation étant des fonctions invariables de ces racines , seront 
aussi des fonctions invariables des racines de la proposée, et pour- 
ront par conséquent se déterminer par des fonctions rationnelles 
des coefficiens de celles-ci, qu'on trouvera toujours par les formules 
données dans la Note X. 

On pourrait croire que chaque fonction différente des racines 
d'une même équation , dépendrait aussi d'une équation différente ; 
cela a lieu en effet pour toutes les fonctions qui ne sont pas sem*- 
blables ; mais pour celles que j'appelle semblables ^ et dont la 
propriété consiste en ce que, par les mêmes permutations, elles 
varient ensemble, ou demeurent les mêmes, on peut les faire dé- 
pendre toutes d'une même équation , parce qu'on peut toujours les 
exprimer par des fonctions rationnelles d'une quelconque d'entre 
elles. 

J'ai donné, dans les Mémoires de Berlin de l'année 1771 (p. ao3 
et suiv.) , une méthode générale pour la détermination des fonctions 
semblables des racines d'une équation quelconque donnée; je ne la 
rapporterai point ici , pour ne pas trop alonger cette Noie. 

40. Mois je né saurais la terminer, sans dire un mot du beau 
travail que feu P^andermonde a donné dans les Mémoires de l'Aca- 
démie des Sciences de Paris (année 1771), sur la résolution géné- 
rale des équations. Son ouvrage et le mien ont été composés et lus 
à peu près en même temps, l'un à l'Académie des Sciences de Paris, 
et l'autre à celle de Berlin. Vandermonde , en partant d'un principe 
général , est arrivé à des résultais semblables à ceux auxquels m'avait 
conduit l'examen des différentes méthodes connues jusqu'alors. G)mme 
ce rapprochement est intéressant pour l'Analyse, on sera. bien aise 
de les trouver ici. 
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Le principe dont il s'agit est que l'expression analytique des ra- 
cines d'une équation doit être une fonction de ces racines, telle 
qu'elle puisse égaler indifféremment chacune des racines, et qui 
ne soit qu'une fonction de leur somme, de la somme de leurs pro- 
duits deux à deux, de celles de leurs produits trois à trois, et ainsi 
de suite, afin que cette fonction puisse en même temps se détermi- 
ner par les seuls coeiHciens de l'équation donnée. 

4i. En examinant, conformément à ce principe, la résolution 
connue de l'équation du second degré, Vandermonde observe que 
la fonction qui donne cette résolution est de la forme 

a el b étant les deux racines de l'équation. En effet, à cause de l'am- 
biguité du radical carré, cette expression devient indifféremment a, 
ou 6 , et en même temps les deux quantités a + ^ et (a — by sont 
exprimables par les coefficiens de l'équation x* *— hx + B = o ; 
car on a 

rt+ô = A, (a— *)*=a*+**— aa* =(a+ô)» — ^ab = A" — 4B ; 

ce qui donne la résolution connue ^^ — ^ . 

L'auteur applique ensuite le même principe aux équations du 
troisième degré , et il trouve que la fonction qui donne leur résolu- 
tion , peut se réduire à la forme 

g + 1 -f c + ^/(a + /& + /c)3 + \/{a + T^h + r'cY 

3 > 

oii a, i , c sont les trois racines de l'équation , et r', r'' les valeurs 
qui satisfont avec l'unité, à l'équation 7^ — 1 = 0. En effet, cette 
expression devient d'abord égale à a, à cause de iH^r' + r^'sso; 
ensuite , comme chaque radical cube peut être multiplié par r' ou f^\ 
la même expression deviendra 6, ou c, en multipliant les deux ra- 
dicaux par r' et r", ou par i^' et r', à cause de r" :=ir'^ ( n° 5 ). 
De là Vandermonde conclut que pour un nombre quelconque m de 
racines , la fonction qui deviendra indifféremment a, ou &, ou r, etc. , 
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sera de la forme 

1 (a 4- A + c + etc.) + ^(^ + r^b + r"c + etc.)" 

+ t/(<i + r'**+/^'»c4-elc.)" + 1/(^1+/^»*+ /^'^c+etc.)"H-etc. , 

r', r^', /■"', etc. étant avec l'imité les racines de l'équation /*-— i =0. 

Si Ton compare cette expression à celle de la racine x' du n^ 16, 
on verra facilement leur accord , en considérant que B est en gé- 
néral = (^'+aa:" + a^x'^' + etc.)" (n** i5), et que fl', fl", etc. sont 
les valeurs de fl qui répondent aux racines a, /3, 7^, etc. de l'équa- 
tion^"*— 1 =0, lesquelles sont désignées par r', r^', r"', etc. dans 
l'Analyse de T^andermonde , et que lorsque m est un nombre pre- 
mier, toutes les racines sont représentées également par i , en, a*, 
«S etc., par 1, /S, j3% j3^, etc. (n** 5). 

Pour déterminer les valeurs de (û + r'i + H'c + elc.)" en fonctions 
des coefficiens de l'équation donnée, en quoi consiste toute la difficulté 
du problème, l'auteur emploie un algorithme ingénieux , fondé sur 
une notation particulière; il ne cherche pas à priori j comme nous 
l'avons &it , le degré de Féquation d'où cette détermination doit dé- 
pendre j mais il donne pour les équations du troisième et du quatrième 
degré, leur résolution complète; et pour celles du cinquième et du 
sixième degré , des formules générales qu'il appelle types , et qui font 
voir que la résolution de l'équation du cinquième degré dépend en 
dernière analyse d'une équation du sixième, et que la résolution de 
celle-ci dépend de celle d'une équation du quinzième ou du dixième 
degré , comme nous l'avons trouvé. 

4a* f^andermonde a aussi remarqué les simplifications dont la for- 
mule générale des racines est susceptible dans les degrés dont l'expo- 
sant est un nombre composé ; par exemple , il trouve que , pour les 
équations du quatrième degré , les racines a^b^c ^ d peuvent être re- 
présentées par la fonction 

i[(tf + * + c + rf +V/(« ^ b — c —dy 



a7a NOTE XIII. 

en prenant les radicaux carrés en plus et eu moins , el il en déduit la 
résolution donnée plus haut (n"" 36). 

Gomme la méthode de Vandermonde découle d'un principe fon* 
dé sur la nature des équations, et qu'à cet égard elle est plus di- 
recte que celle que nous avons exposée dans cette Note , on peut re-*^ 
garder les résultats communs de ces méthodes sur la résolution générale 
des équations qui passent le quatrième degré , conmie des conséquences 
liécessaires de la théorie générale des équations, 
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NOTE XÏV, 



Oit Ion donne la résolution générale des équations à 

deux termes. 



ï. Quoique les équations a deux termes ^ telles que j:'*— A = o , ou 
plus simplement , j:/*— i = o (puisque cette fbrme-Ià peut se réduire 

à celle-ci, en y mettant ^v^ pour x)j soient toujours résolubles par 
les tables des sinus, d'une manière aussi approchée qu'on puisse le dé- 
sirer, en employant la formule connue 

^ = cos - 36o** -H sin - 36o* X V^— i , 

et faisant successivement y= i, s^ 3, etc., |ea, leur résolution algé- 
brique n'en est pas moins intéressante pour l'analyse; et les géomètres 
s'en sont beaucoup occupés. Ils ont d'abord réduit la difficiilté à ré- 
soudre les équations dont le degré a pour exposant un nombre premier, 
comme nous l'avons vu au commencement de la Note précédente. Ils 

ont trouvé de plus que comme l'équation a/*-— i = o a nécessairement 
I pour l'une de ses racines, en la divisant par ^ — i , on a pour les 
autres l'équation du degré fc -— i , 

x^^'+a/^^^-H^^^+etcH-iso, 

laquelle étant du genre des équations qu'on appelle réciproques, parce 
qu'elles demeurent les mêmes , en y changeant o: en - , est décompo» 

sable en équations du second degré, telles que o:'— /■a>+-i=o, 

dans lesquelles x dépend d'une équation du degré ^^^^^^ de la 

forme 

35 
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OÙ l'ss^î-^^^ ^ comme nous l'avons vu dans la Note X (n** i4). 

De cette manière on avait pu résoudre l'équation or'-^ i=z= o, parœ 
qu'elle se réduit à une équation du troisième degré ; mais on était ar- 
rêté à l'équation or'^— i s= o , qui ne se réduit par ce moyen qu'à une 
du cinquième. 

2. On en était là lorsque M. Gauss donna , eu 1801 ^ dans son excel- 
lent Ouvrage intitulé Disquisitiones arithmeticce (^) , une méthode 
aussi originale qu'ingénieuse pour réduire la solution de l'équation 

a/*-— I =0, lorsque /ut est un nombre premier, à la résolution d'autant 
d'équations particulières que le nomkre /^ — « i contient de facteurs 
premiers, et dont les degrés soient exprimés par ces mêmes facteurs. 
Ainsi l'équation X*^ —1=0 ne demande que la résolution de deux 
équations du second, et d'une du troisième, parcequei3— -i=a.a.3. 
L'équation x'^— * 1 sso ne demande que la résolution de quatre équa- 
tions du second degré, et ainsi de suite. 

Mais en appliquant les principes de la théorie de M. Gauss à la mé- 
thode exposée dans la Note précédente , j'ai reconnu qu'on pouvait 
obtenir directement la résolution complète de toute équation à deux 
termes dont le degré est exprimé par un nombre premier , sans passer 
par aucune équatî<m intermédiaire , ni avoir à craindre l'inconvénient 
qui naît de l'ambiguité des racines. C'est -ce que je vais développer dans 
cette Note. 

3. Soit l'équation a résoudre ;r^ -— 1= o^ /i étant un nombre 
premier ; si l'on en sépare la racine ;=: i , elle s'abaisse à celle - ci du 
degré ft — i , 

a/*"" ' + a/*""^ + a/*"~^+ etc. + 1 = 0. 
Soit r une racine quelconque de cette équation, on pourra représenter 



rt**a«*««*M»«*M^HiM*aÉi 



{*) Cet ouyrage vient d'être traduit en français ^ sous le titre de Recherchée 
arithmétiques j chez Bachelier. 
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ses /^ — - 1 racines par les termes de la série géométrique 



I 



r, r*, r», r*, etc., i'^', 

comme nous l'avons démontré dans la Note précédente (n^ 5). 

M. Gauss a eu l'idée ingénieuse et heureuse de substituer à la 
progression arithmétique des exposans de r, une progression géo- 
métrique , en vertu du fameux théorème de Fermât j sur les nombres 
premiers. 

Par ce théorème démontré d'abord par JSulerj et ensuite par tous 
ceux qui se sont occupés de la théorie des nombres , on sait que si 
fz est un nombre premier, et a un nombre moindre que fc, le nombre 

</* '— I sera nécessairement divisible par |Le, de sorte que le reste 

de la division de o^""' par ft, sera Tunibé. 

EuUr a démontré de plus que si en divisant tous les termes de la 

progression a , a% a*, etc. , oT par /ic , il se trouve d'autres puis- 
sances de a qui donnent aussi l'unité pour reste , les exposans de 
ces puissances seront nécessairement des diviseurs de )u—- i. De 
sorte que pour savoir si parmi les puissances de a moindres que 

fl^ ', il y en a aussi qui, étant divisés par /*, donnent le reste 
I , il suffira d'essayer celles dent l'exposant sera un diviseur de 

4. On nomme racines primitives les nombres a dont aucune puis- 
sance moindre que cf^ ne donne le reste x par la division par fà\. 
et ces racines ont la propriété que tous les termes de la progression 

a , a% a', etc. , ^ ~ ' étant divisés par fe , donnent des restes diffs- 
rens, et donnent par conséquent tous les nombres moindres que yu 
pour restes, puisque ces restes sont au nombre de ^ — i. Car si 
deux puissances a", cF donnaient le même reste , n et ^ étïint ^ fi , 
et p <C ^j Icwï* différence n" — cff ^=l (ff (fl»*^ — i ) serait nécessaire- 
ment divisible par jm , mais^ n'éteni pas divisible, et /ea étant pre- 
mier, il faudrvait que â*"^ — i le fût; donc il y auraxi one puissaiMttf 

a*^' moindre que ^ ' qui donnerait l'unité pour r ^ 

quent a ne serait pas racine primitive^ contre l'hypi 
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On n'a pas , jusqu'à présent, de méthode directe pour trouver 
les racines primitives pour chaque nombre premier j mais on j>eut 
toujours les trouver facilement par le tâtonnement. Euler en a 
donné dans les Commentaires de Pétersbourg ( Tome XVIII ) , une 
table pour tous les nomJ^res premiers jusqu'à 87 , que nous place- 
rons ici. 



A* 






3 


2 




5 


a , 


, 3 


7 


3, 


, 5 


11 


3 , 


. 6, 


i3 


a , 


, 6, 


'7 


3, 


, 5, 


19 


2. 


. 3, 


33 


5\ 


. 7» 


39 


a . 


, 3, 


3i 


3 = 


. 11, 


37 


a . 


► 5, 



â 



7, 8 



II 



6, 7, II, 12, i4 

10, i3, 14? i5 

10, II, i3, 14, x5^j «7, ao, âi 

8, 10, II, 14, i5, 18, 19, 21, 26, 27 
12 , i3, 17, 21 , 22 , 24 
i3, i5, 17, 18, 19, 20, 22, 24, 32, 35 

où l'on remarque que le nombre de ces lacines primitives, pour un 
nombre premier fe donné , est toujours égal à celui des nombres moin- 
dres que /t , et premiers à yx — i . On peut voir , sur ce sujet , la sec- 
tion troisième des Disquisitiones arithmeticœ. 

Au reste ^ pour notre objet , il suffira de connaître une seule 
des racines primitives pour un nombre premier donné , et il sera 
toujours plus avantageux , pour le calcul , d'en connaître la plus 
petite. 

5. Soit donc a une racine primitive pour le nombre premier fju , 
de manière que les /t — 1 termes de la progression géométrique a , 

a% û*, etc. et ', étant divisés par ^, donnent pour restes tous les 
nombres moindres que fi , dont l'unité sera le dernier ; il est fa- 
cile de voir que lesfc-— i racines r, r", r*, etc. r^""' (n* 3) pour- 
ront aussi, en faisant abstraction de l'ordre, être représentées par la 
série 



V 



r 



etc. /• 



.A*-> 
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Car comme on a par l'équation a/* — 1 fc= o, dont "r est supposé ra- 
cine^ r^zszjy il est visible qu'à la place de chaque puissance de r, 
comme r , lorsque X^ fJLy on pourra toujours prendre la puissance 

r y oii V sera le reste de la division de A par )U. Ainsi, dans la série 
précédente, on pourra toujours réduire les ejiLposans de r à leurs 
restes après la division par fJL , restes que nous avons vu comprendre 
tous les nombres i , 2, 3, etc., jusqu'à /i— •! , mais dans- un ordre 
difiérent de l'ordre naturel , ce qui est ici indiffèrent pour les racines 
r, /••, i^y etc. 

L'avantage de celte nouvelle forme des racines consiste en ce que 
si dans la série des racines 

a a^ a^ a^ ^ a'*"» 

^, r , r , r , r , etc. r , 

on met r^ à la place de r, elle devient 

a a* a' a* a* , 

/• , r , /• , r , r , etc. r j 



et si l'on y met r à la place de r, elle devient 

r j r y r j r j r* y etc. r, r*, 
et ainsi de suite. 

En effet, il est visible que par la substitution der*^ à la plçice de r, r^ 
devient (/^)^ = /^*, /^* devient (^)^* = z'^, etc., et le dernier terme 

devient {r^j^ =r^ s= r, à cause que le reste de af^^^ après la 
division par f* est l'unité. 

De même, par la substitution de r^ au lieu de r, r^ devient 
(r^ )^ = r , r^ devient (r* )^ = z*^ j etc. l'avant dernier terme 
r'^^ deviendra (r* )^ =7^ = r, le dernier deviendra . • • • 
(r^*)' =:^ r ^= r^y k cause que le reste de la division de a par fe 
est a, puisque ef* z=z a X ^ '> et que le reste de la division de 
est I. 

6. Cela posé , si pour résoudre l'équaf ' ^* 3) 
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J^""" + af"^^ ^ atr^ Ht etc. + i =?= o, 
dont les rackiet sont (a* 5) 






etc: 



/* étant s=: i , en vertu de Tëqualion ^ — i = o, on emploie la 
médiode tle la Note précédente, et qu'en pisenant ces racines pour 
jc', jc^, x^^y etc., on fasse (n* i4> Note précédente), 

« = r + « r^ H- flt^/'* + «^r^ H- etc. tff" ^/^"^ 



où €t est une des racines de Téquation y^ — i = o ; qu'ensuite 
on développe la puissance (jl — i*~* de £,en feisant attention de ra- 
baisser les puissances de a et de r au-dessous de ùf^^ et de r^, 

par les conditions a: ^ i et r^sr-9^ 4e muniere qu'on lât cotte 
fonction ordonnée suivant les puissances de ee, 

e = <^~" = ?• + < + cff ' + «'^''' + etc. + (t^-^gO— ^> 

les quantités ^""^ ^', ^", etc. seront des fonctions rationnelles et en- 
tières de r, telles qu'elles ne changeront pas par la substitution de 

t 3 

r^, r^ , r^ , etc. à la place de r, puisque nous avons.: vu (a* i6, 
Note précédente) que ces quantités regardées comme des fonctions 
de ^, sd'y x'^j etc. sont invariables par les permutations simultanées 
de x' en af*^ xf' en â/'', etc; , ainsi que par les permutations simul- 
tanée^ de j/ en xi" y xf' en ^'% auxquept^pondwt les changem^nf 

de r en r*, en r^ , etc. (n® 5). 

7. Maintenant il est clair que toute fonction rationnelle et en- 
tière"^ de r, dans laquelle /^= i, peut toujours se réduire à laforme^ 

AH-Br + + Dr«-f- etc. -f. Nr*^S 

les coefficiens A, fi, C, etc. étant des quantités données indépen- 
dantes de r. On peut même prouver que toute fonction rationnelle 
de r est réductible à cette forme; car si elle a un dénominateur, on.^ 
pourra toujours le fiûre disparaître, en multipliant le haut et le bas 
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de la fraction par un (polynôme convenable en r y Comme nous l'avons 
vu dans la Note IV (n* 3). 

Or puisque, dans notre cas, les puissances r, r*, r*, ete. r^"~' 
peuvent être représentées, quoique dans tm atditriB ordre ^ par les 

puissances r, /*, r* , /^ etc. r^ , on pourra ëgalemeut réduire 
toute fonction rationnelle de r à la forme 

A + Br H- C/^ + Dr"^ H- E/^' + etc. + Nr"^"^, 

en prenant pour A, B. C, etc. des coeiScieûs quelconques indé- 
pendans de r. 

Donc si cette fonction est telle qu'elle doive demeurer la même, 
en y mettant i^ à la place de r, il faudra que la nouvelle forme 

A + Br^ +Cr'^ + d/ + etc. + Nr 



(la puissance r devenant r se change en r, puisque /^ = i 

et ^""^ divisé par [A donne le reste i) coïncide avec la précédente, 
ce qui donne ces conditions 

B =s C, C Œ D, D = E, etc. N = B, 

et réduit la forme de la fonction à celle-ci 

A H- B(r + r"* + r"** + r^ + etc. + r^'*^). 

8w Donc si l'on dénote par s la somme des racines r^ r*, r*^ etc. 
on aura paiement 






S =: r ^r* ^ r 4.r+ etc. -|- /*' , 

et les quantités ^, ^\ ^"y etc. de la fonction 0, seront toutes de la 
forme A -h B^. 

Les coefficiens A et ^ se détermineront par le développement 

* 

actuel de la fonction ftsszsi^*^', et la quantité $■ est connue par la 
nature de l'équation à résoudre , 

laquelle donne 8ur-lâ?d 1 où les 
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valeurs des quantités ^"'^ ^\ ^'\ etc. soot connues immédiatement, 
sans dépendre d'aucune équation; de sorte qu'en désignant par 

I , a, jS, 7^ j etc. les ft— i racine^ de l'équation J^^^ — i =0 , 
et par 0*, O', 6", 0'^', etc. les valeurs de fl qui répondent aux sub- 
stitutions de ces racines à la place deet, on aura sur - le - champ , 
par les formules de la Note précédente (n* ï6)i en substituant r pour x 
et ft — I pour /w, 



ki 



/*""JL f*'~'L '^'^ ^* T^ 

V/ô*» + v/6' + V^d" + etc. + V8&*-') 



^— 1 



TeUe est l'expression d'une des racines de l'équation x^ — i =3 o ; 

on aura toutes les autres par les puissances r*, r*, etc. r^""' ; mais 
on peut aussi les avoir directement par les mêmes formules, en pre« 

nant r^ pour jr", r^ pour a/'', etc. 
On aura de cette manière 



a v/ô** + -^^ V^S^ + /S^"* V/ô* + etc. 

ii— I 



3 \/¥ + a^"^ t/y + ffl*-"^ y/y + etc. 

etc. 

I 

9. On pourra aussi, si l'on veut, se dispenser de calculer ces 
quantités Ç® et ô* ; car , par ce que nous avons vu dans l'article 1 7 

de la Note précédente , le terme y fl* ( en faisant ici m=:/JL — i ) 
est toujours égal à la somme des racines que nous dénotons en gé- 
néral par s , et l'expression de peut se mettre sous la forme 

9=^-^^ + (fit— ^' + («•— i)r-H (*'- or+etc, 

qui ne renferme pas ^"^ ; et il n'y a plus qu'à atibstituer a^ fi^y^ etc. , 
au lieu de a, pour avoir les valeurs.de fl', fl'', fl''', etc. 

De cette manière, la résolution de l'équation x^— - i = o , ne 
dépendra que de la résolution de l'équation z'*""* — .is=:o, dont i, 
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ot, fi, y^ etc. sont les racines. Or, celle<-ci est d'un degré moindre 
que la proposée; mais de plus, comme )b6 — i est nécessairement un 
nombre composé , on aura les racines a^ /S j y j etc. par celles 

d'autant d^équalions y^ — i = o qu^il y aura de facteurs pre- 
miers TT dans le nombre fe — i , comme on Fa vu dans la Note 
précédente (n** 12). 

10. Soit , par exemple , l'équation x^ — 1=0 dont on demande 
les racines. Celte équation étant résoluble par les méthodes connues, 
on pourra comparer cette solution avec celle qui résulte de la mé- 
thode précédente. 

En ôtant par la division la racine i , on a l'équation du qua- 
trième degré 

dont les racines seront r, r*, r*, r*. 

Puisqu'on aici f«=5, on trouve parla table donnée ci-dessus 
(n^ 4) ^^6 1^ plu^ petite racine primitive est 2^ de sorte qu'on a 
a=:2y et que les racines dont il s'agit peuvent être représentées 

par les puissances r, r^, r^ , r^ J lesquelles se rabaissent, à cause 
de /^ = I , à celles-ci r, r*, r*, r*, en prenant au lieu de l'ezposant 
2' = 8, le reste de la division par 5. 

On fera donc 

« = r 4- fltr* -f- aV + aV; 

en prenant pour a une racine de l'équation j^ — 1=: o, de manière 
que l'on ait a^ = i. 

Maintenant, pour trouver la fonction B, il n'y a qu'à élever à 
la quatrième puissance le polynôme < , et le développer suivant les 
puissances de a, en rabaissant celles*ci au-dessous de ee^, et celles 
de r au-dessous de r*, par les conditions a*s=i et /^^i. On 
trouve , par un calcul qui n'a aucune difficulté , 



= ^« + < + «*f + a»f^ 



où les quantités ^""^ ^'^ etc. ont les valeurs suivantes , dans lesquelles 
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je mets s pour la somme des racioes r, r^y r^y t^ 

0* = la + i35, ^' = i6 H- la^, 
0"= a4 + 105, f"= i&. 

Ainsi I comikie ^ = — - i par la nature dé l'équation en x , on 
aura 

r 1, 0' = 4, f = ,4, ?"' ,6, 

et la fonction d deviendra 

fl = — I + 4a 4" '4** — i6a^ 

Or réquation^— i =o se décomposant en ces deux-ci^*— i =o 
etj^*-f-i=o, donne tout de suite les quatre racines i, — i, 

\/— -I, — \/— I, qu'il Ëiudra substituer successivement |)our a, 
pour avcnr les valeurs de fi**, B\ Q'% fl''^ 

On aura ainsi 



fl' = 25, fl" = — i5H- 2o \/~r, fl'"=_i5 — 2o\/-.i. 

Donc substituant ces valeurs dans l'expression de /* du n** 8, et 
mettant 5=s= — i au lieu de \/^ (n* 9), on aura sur-le-champ 

r= i[ — i-f-^/5-4- v/(— i5H-20v/ — OH"V^( — 'iS — ao {/ — i)J. 

iT. Mais on peut avoir une eipression plus simple de la même 
racine r, en faisant usage de la méthode du n"* aS de la Note 
précédente , laquelle est toujours applicable aux équations du genre 
que nous traitons , parce que l'exposant (à — - r est nécessairement 
un nombre composé. 

Supposant donc en général /a — i ssitt, et prenant pour ol une 

racine de l'équation j^' — i = o , la fonction t du n* 6 deviendra 
de la forme 

i == X' + «X" + d'V" + etc. H- a'-^'X^'\ 

dans laquelle 
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X' = r + r" -^ r" + r" +etc. + r" , 

X" = r- + r«^^" H- r«"-^' + r"'^' + etc. + r-^'"'^'*', 

X'" = r-- + r«'^' + r«''^' + r"^ H-etc. + ,^^'-''^', 
etc. , 

On formera ensuite la fonction 9 = ^", laquelle, à cause de «"= i, 
sera de la forme 

Ço + aÇ' + a»^'/ + ct^Ç'" + etc. + ct'-'^'^% 

et aura la propriété que les quantités 0', ^', Ç", etc. seront des 
fonctions de X', X", X'^', etc., telles qu'elles demeureront inva- 
riables, en écliangeant à la fois X' en X", X" en X'", X'" en X'^, etc. , 

X('^ en X'. 

Or on voit par les expressions précédentes de X', X'', etc. , qu'en 
y substituant r* à la place de r, X' devient X", X" déviait X'", etc. , 

et X^"^ devient X', car X^"' se change en 

r '^ r + r + etc. ■+• r ; 

mais TTf^^fJL — 1 , et r* = /• > comme on l'a vu ci - dessus 

(«• 5). 

Donc les quantités Ç*, Ç', ^", etc. devront être des fonctions de r 
telle» qu'elles demeurent invariables par le changement de r en r*; 
par conséquent , par le n° 7, elles ne pourront être que de la forme 
A-t"B^9 A, B étant des coefliciens qui seront donnés par la for- 
mation de ces mêmes quantités , et s dénotant la somme des racines 

r H- r* -f- r -|- r^ -|- etc. -|- /* , laquelle est = — i par 
l'équation proposée; de sorte que les quantités ^•, ^\ 0", etc. se- 
ront toutes données , comme dans le cas précédent (n* 10) , et l'on 
aura sur-le-champ, par les formules du n* a5 de la ?fote précé- 
dente ^ en y mettant v à la place de n, et 5 somme des racines 
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f 

à la place du terme \¥y 



f 



, + j/? + ^/B" + etc. 



U3k 








f 




r 






X" 


= 


S + 


fit'" 


-'V/y 


+ /S'- 


-H/T 


+ 


etc. 








» 






r 


X'" 


i= 


S + 


flt'- 


-»V'fl' 


+ |8'- 


"Va" 


•4- 


etc. 








» 






r 


etc. 










s 









Dans ces e&pressions ^j fiy y^ etc. sont, avec l'unité, les racines 

de l'équation ^' — i = o et 9^, 6", fl^'i etc. sont tes valeurs de fl 
qui répondent à la substitution de o^\ ^^ y^ etc. au lieu de cl. 

On n'aura pas besoin de calculer la valeur de ^^, en employant 
l'expression de du n* 9 laquelle devient ici 

fl=/ -H («— i)f +(«•— i)r+(«'— or+etc. 

12. Le cas de y =3 ^*" mérite une attention particulière , parce 
qu'il donne la division de la circonférence en f/^ parties. 

Soit donc v =s - — — , et par conséquent 'TT = a, on aura. . . 



% 

/*-! 



X! :=sr^ r^ ^ . Or, puisque a — i est divisible par /x , et que 

m est supposé une racine primitive , a ^ — • 1 ne sera pas divisible 

par ft; mais o^ — i =(<i * — i) (a * + 1). Donc, /t«6- étant un 

nombre premier, a ^ -|- i sera divisible par /t, par conséquent 

— I sera le reste de la division de a * par fi'y. donc r^ * 
sera^égale à -. 

Ainsi l'on aura 



X' = r4.1, X" = /^ + -i, X" = ;^- + ir, 



etc. 
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Or o« a , par les formules connues du théorème de Cotes, 

r = cos H- sin — v — > C"^ r 

et, en général, 

/^ = cos — 36b* + sin — 36o* \/ — i . 



Donc 



X' = acos ^ , X" = 3C0S- 36o% X'» = acos - 36o% etc- 

Ainsi les valeurè de X', X", X'", etc. sont toutes réelles dans 
ce cas, et donnent immédiatement les cosinus des divisions de la 
circonférence en /m parties. 

i3. Ayant trouvé, par les formules générales du n"" ii, les ra- 
cines X', X", X'", etc., il faudra poursuivre le calcul de la même 
manière pour arriver à la racine y. On regardera donc les tt racines 
qui composent la fonction X', comme les racines d'une équation du 

degré tt , et on les substituera pour x', x'', x"', etc. ar^"^ dans l'ex- 
pression générale de la fonction t ; on aura ainsi 

/jssr-f-ar +otr +*r -f- etc. + a r , 



où il faudra prendre pour et une racine de l'équation j"^— i=o. 
De là on aura , à cause de &*'=!,, 

8. == «: = ^: H- <; + at: + etc. + «'-•^r'^- 

(J'écris ici f,, ô,, ^^ pour distinguer ces quantités de celles que 
nous avons désignées plus haut par < , 6) ^ )• Comme les quantités 
01 j 01 y 0*1 ) ®*'^- ^D*i en général des fonctions de x\ a/'^ x"', etc. , 
qui ne varient pas par les permutations de x' en af'^ a/' en x'", etc., 

x^^^ en x' (n* i6, Note précédente), elles seront ici des fonctions 
de r qui ne varieront pas , en y changeant r en r^ , puisque par ce 
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changement, les racines r^ r , r , etc. r deviennent respec- 



a» a^' a^' 



tivement r y r , r , etc. r. 

Or il n'est pas difficile de prouver , par un procédé semblable 
à celui du n"* 8 , que toute fonction rationnelle de r, qui aura la 

propriété d'être invariable par le changement de r en r^ , sera né- 
cessairement de la forme 

A + BX' H- CX'' + DX'" + etc. + HX^, 

en conservant les expressions de X^, X", X'", etc. du n* i f . 

Car d'abord toute fonction rationnelle de r peut se réduire à la 
forme (n* 7), 

Br + Cr^ H- Dr^' + Er^' + etc. + Nr^'^'^'j 
et pour que cette fonction demeure la même , en y changeant r 
eh r^ ^ il iTatit que les coelficiens des termes qui renferment 
r^ y r^ y r^ y etc. soient les mêmes que celui de r; que les coeffi- 
ciens des termes qui renferment r , r , r , etc. soient 

les mêmes que celui de r^ ; que ceux des termes r^ , r^ , 

r^ , etc. soievit les méiâés que tehïi de r , et ainsi de suite ^ 
ce qui réduit la" fonction a la forme que nous venons de lui assigner. 

En effet on voit que chacune des quantités X', X", X"', etc. X^'^ 
demeure la même, en y substituant r* à la place de r; car le der- 
ternie r* 4e X' devient r^ z=s r* *= ^j le dernier 



mer 
r 



'^ ' de X" devient r* = /*, et ainsi des autres. 

14. Dônô chMUtoe des quantités Ç*, Ç', 0", etc. <(eviendra, après 
le dévdoppèmeht , de la ^me 

A + BX' + CX" + DX'" + etc., 
^ aura par coii)Bequent uue valeur connue. Ainsi la fonction â 
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sera connue, et Ton aura les valeurs de 6', 6", û'", elc, en y sub- 
stituant, au lieu de et, les tt — i racines a, jS, 7, etc., qui, avec 

Tunîté, résolvent r<5quation j^*^ — 1=0. On aura ensuite pour r 
une formule semblable à celle du n* 8, en y mettant «tt à la place 

de (Lc — I , et X', somme des racines, au lieu du terme V^- ^^ 
aura ainsi 



«r «r * 

y + y/y + y/ 6* + y/r + etc. 



r 



i5. On aurait aussi, si on le désirait, les expressions des autres 
racines r^ , /^ , r^ , etc., qui composent la fonction X' (n* 11), 

en multipliant dans l'expression de /• les radicaux V^ , v/6", etc. , 
d'abord par a'^"^*, jS"^^*, etc., et ensuite par a*""*^, )8^~% etc.,. 
ct*'^^ j8'"^ etc. 

On pourrait même , sans faire un nouveau calcul , avoir ^ie- 

ment les racines r , ;• , etc., qui composent la fonction X", 
par la seule considération que X' devient X'', X" devient X'", etc., 
en y changeant r en /''; de sorte qu'il suiBra de changer dans Pex- 

|)ression générale de Ô, X' eu X", X" en X''', etc. , X^'' en X'. 

Par la même raison, comme X' devient X'", X" devient X*^, etc.,, 

par la substitution de r^ à la place de r, on pourra déduire des 
expressions des racines qui composent la fonction X', celles des ra- 
cines qui composent la fonction X''^, en cbangeqiit simplement 
dans l'expression générale de fl, X' en X"', X" en X*% etc., 

X^'^*^ en X', X^"^ en X'^, et ainsi de suite. 

16. Si le nombre w n'est pas premier, on pourra , en le dé- 
composant en ses fadeurs ^ décomposer encore l'opération prëeédente 
en d'autres plus simples. 

Ainsi si 9r ::;=: rV^, on pourra ne prendre pour a qu'une racine 

de l'équation j — is=o, en sorte que a' = i , et la fonction t^ 
(n* 1 1 ) deviendra 
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/. = X; + aX: + «'X: + etc. + d'-'X 
eu supposant 



''-1^(0 

« 7 



X; = r + y + r«"'' + ,-"' + etc. + r«^'-\ 
X: = r«'' + /''^'^' + .«^"'-'^' + etc. + r^^-''^'^ 
X: =r«"' 4-/'"^'^'+.«^'''-^'^'+etc. + /'-''^''', , 

€tC. , 

A, = r + /• -j- r H- etc. ■+• r 

On fera ensuite fl, = t\ , et l'expression de fl, élant développée 
sous la forme 

«, = ç: + «ç: + «•?: + etc. -i- «''— ^^'^, 

r 

à cause de a' = i , les quantités ^^ , 0[ , ^* , etc. seront des fonc- 
tions de X[ , X', X^» qui ne changeront pas par le changement si- 
multané de X| en X* , de X][ en X*, de X* en X*[, etc., X^'^ en 
X' ( Note précédente , aS). Or on voit , par les expressions précé - 
dentés de X[, X', etc , que ces changemens ont Ueu en changeant 

simplement r en r^ . Donc les quantités ^% 0', 0^, etc., regardées 
commç des fonctions de r devront être invariables par le chan- 
gement de r en r^ ; par conséquent elles seront nécessairement de 
la forme 

A + BX' + CX" + DX^" + etc. , 

par ce qu'on a démontré ci-dessus (n*^ i3). 

Donc, puisque les valeurs deX', X", X'", etc. sont déjà connues par 
l'opération précédente, celles de 0^, 0^,0*, etc. seront connues 
aussi. Ainsi la fonction 6« sera connue aussi , et de là on aura les 
valeurs des v' racines X^, X', X*, etc. par -des formules semblables 
à celles du n.* ij? ^^ y changeant v en v% X en X. , Q en 6^, et 

prenant pour a, j0, y^ etc. les racines de l'équation j^' *— i = o, 
.excepté l'unité. 
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On remarquera aussi que s étant la somme des racines. » , . . . 
X|, -}- X'^', 4- X* H- etc. sera ici ^gale à X'. 

17. La valeur connue de X[ ne donne que la somme des tt' ra- 



» f 



,ay> 



cmes r, r 



r , etc. r 



a(*-0''t . 



j il faudra, pour avoir la valeur 



de /*9 regarder encore ces 'tc' racines comme données par une équa- 
tion du degré ^'^ et foire de nouveau 



,9f 



2y f 



^ = r H- ar -+-a*r + etc. + 



^,'_.^(«'-0/. 



en prenant pour cl une racine de l'équation jr — i = o j on fera 
ensuite 

ô. = c = e: + < + <: + etc. + «'-» çj'-'), 

et l'on suivra le même procédé que nous avons exposé dans le 
n** i3 et suiv. Que si le nombre tt' est composé de manière que 
Fon ait TT^ = y'V, on pourra , pour éviter le développement d'une 
puissance trop haute , prendre pour et une racine de l'équation 

y _ 1 =0j ce qui donnera à /, la forme 

/. = x: + *x: H- «'x: + etc. + /-'xî''), 

et l'on poursuivra le calcul comme ci-dessus , et ainsi de suite , jus- 
qu'à ce qu'on arrive à un dernier facteur indécomposable. 

L'avantage de ces décompositions consiste dans l'abaissement des 
puissances auxquelles il faut élever les polynômes t pour avoir les 
fonctions B, ce qui diminue la longueur du calcul; et ensuite dans 
l'abaissement des radicaux qui entrent dans l'expression de la racine r, 
ce qui simplifie cette expression. 

Telle est la marche générale et uniforme du calcul j nous allons 
l'appliquer à quelques exemples pour la faire mieux concevoir y et 
nous reprendrons d'abord celui de l'équation x^ — 1=0, que nous 
avons résolu ci-dessus (n* 10). 



18. On a ici ft— l 
( n"" II). Ob'a 




» « ■ 



on fera p z=z 2^ ^ z=z 2 ^ 

racines de l'équation 

expression de la fonc- 

3, 



\ 
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tion t da n* 10, devient 

< = X'H-aX", où X'=r+/-*, X"=/* + r». 
De là on trouve, en faisant le carré de /, à cause de a' = i ^ 
ô = ^» = ^-H-af, 0*>==X'*+X"% ^' = aX'X". 

Substituant les valeurs de X', X" en r, et développant les carrés 
et les produits, en rabaissant les puissances de r au-dessous de r^, à 
cause de /'^ = i , on trouve 

f = 2(r + r» + H + H). 

Donc^ comme r + /•• + /'^ + r* somme des racines est = — 1 
par l'équation, on a 0* = 3 et ^' = — 2. Ainsi l'expression géné- 
rale de fl deviendra fl=3 — 2ar, 

De là , à cause que les valeurs de cl sont i et — r , en faisant 
A =; — - I , on aura d r=: 5^ et comme 

les formules d\i n* 11 ci-dessus donneront 

X' = IlJL+y- X" = ~ '""*^^ 

On aura ainsi par la valeur de X' celle de r + r , somme de 
deux des quatre racines de la proposée. Pour avoir la racine r 
en particulier, on fera de nouveau un calcul semblable^ en con- 
sidérant les deux racines r et z*^ comme racines d'une équation du 
second degré. 

On. fera donc ^ = r^etr^y et étant, comme ci-dessus, racine de 
j* — I s=o; et de là, on aura 

ô.=:t:=^:+<, où e:='^-^'^, et 0:=.aH^. 



Ici-, Ton voît^tout'de suite q«e le^v«lears:-dc ^\ et %\ sont données 
au moyen dës^ vakora déjà connuesMle X' et X''. En effeb, à cause de 
/* sa I , et par conséquent r^ = r', on a Ç^ = r^ + z** as XI' et 
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01 = 3. Donc OD aura â, sX'^H'^a; ^l^ 1^9 c<^ ^î^^^t «=— i, on 
aura 9\ =X"— a, et la formule du n* i4 donnera, tt étant =2, 

_ X' + v/(X'- 2) 



r 



Enfin , substituant ici les valeurs X' et X" trouvées ci-dessus , on 
aura 

_ i 4. V/5-4- i/(— lo — a v/5) 

4 

et par les remarques du n* i5, on aura aussi 

et changeant X' en X", X" en X', 

^ x-+v/(x^-2) ^ _ X--i/(r-a) . 

2 * a ' 

d'où l'on aura , par les substitutions des valeurs de X' et X", 

_ -,+v/5-.v/(-.o-aV"s) 

^ _ — 1— i/5-t-v/(-io+2|/S) 

. _ -i-i/5~v/(~io+a t/5) 
, _ ^ . 

Comme 5 est un nombre premier, ces valeurs de r, r*, r*, r* 
seront les quatre racines qui , avec l'unité , résolvent l'équation 
x^ — 1=0 (n* 3). 

19. Les expressions de ces racines coïncident avec celles qu'on 
trouve en résolvant l'équation jc*— 1=0 par les méthodes con- 
nues. Car on a d'abord, en divisant par x — i, j:*H-Jt'-f-^*H"^*H-'*=o, 

équation qui, étant mise sous la forme x^ -(- -; + ^ +'^lh ^ =0, 
devient a' -|- a— i = 0, par la substitution de x + - =: u. Oj 

17.. 
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ainsi l'ëquation as* — ar/< + i = o , laquelle donne 

— I d^ l/5 
ensuite Téquation en u donne a = ^ ; cle sorte qu'en sub- 
stituant cette valeur ^ on a 

— 1±: v/5±: v/(--io^2_t/6) 

où les signes supérieurs et inférieurs de \/5 doivent se répondre, 
mais sont indépendans de ceux de l'autre radical ; de sorte qu'on a 
les quatre racines par l'ambiguïté des signes des deux radicaux. 

20. Passons à l'équation x^ — i =o> laquelle étant dégagée de 
la racine i, devient 

x^ + ar* + x^ -^ a^ +x* + X -^ i = a, 

dont les racines seront r, r*, r*, r*, r^, r*. 

La plus petite racine primitive pour le nombre 7 est 3 , d'après 
la table du n* 4 • ^^^^ 1'^° ^^^^ ^^ progression 3*, 3*, 3% 3', 
3*, 3*, savoir, r, 3, 9, 37, 81, ^43, dont les termes, étant 
divisés par 7, donneront les restes i, 3, 3, 6, 4) ^9 qu'on pren- 
dra pour exposans de r. On aura ainsi, pour les racines de l'équa- 
tion proposée, les termes r, r', r*, /^, r*, r*, qu'on prendra poui 

31. Nous remarquerons ici que pour avoir les exposans de r 
qui doivent former toutes les racines, il n'est pas nécessaire d'éle- 
ver la racine primitive aux puissances successives, et de diviser 
ensuite ces puissances par le nombre premier auquel la racine pri« 
milive se rapporte : il suffit de multiplier chaque reste par la ra- 
cine primitive, et de ne retenir que le reste de la division par le 
nombre premier donné. Ainsi en commençant par i, on a, dans 
le cas présent, les deux premiers termes 1, 3; multipliant 3 par 
la racine primitive 3, et divisant par 7, on a le reste, a troisième 
terme ; 2 multiplié par 3 donne 6 quatrième terme ; 6 multiplié 
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par 3 et divisé par 7 donne 4 9 enfin 4 multiplié par 3 et divisé 
par 7 donne 5. Si l'on voulait continuer en multipliant 5 par 3 et 
divisant par 7, on retrouverait l'unité et successivement les autres 
termes déjà trouvés. 

22. Maintenant on fera 

/ = r H- ar* + «'r* + otV -f- aV-f- aV, 

en prenant pour 'a une racine de l'équation jr^ — 1 =0 j ensuite 
on formera la fonction = t^'^ mais comme l'exposant 6 = 2.3, 
on pourra simplifier le calcul et les résultais, par la méthode du 
n"* 1 1 , en ne prenant d'abord pour a qu'une racine de l'équation 
J* — 1=0; ce qui, à cause de a*= 1 , réduira l'expression de t 
à celle-ci : / = X' + aX", dans laquelle 

on aura ensuite 

e = r = 0-H-aÇ', oii f = X'- + X"% f = 2X'X", 

et l'on trouvera après le développement, à cause de r'znî, 

0* = 3 (r H-. r» + r* + r* + r* 4. 7^), 

Ç' = a (3 H- r + /J + r» + r« + r* + r«). 

Or r+r'+r* + r^ + r* + '^) somme des racines, est =— i; donc 
Ç'* = — 3, ^' = 4> 6t la valeur de 6 se réduira à 6= — 3+4^- 
De là , en faisant a=— i, on aura fl' = — 7, et l'on trouvera 
sur-le-champ les deux racines 

X' =: "^ ' 4"i^— 7 

2 ' 

X"=: — ^- l/-^7 

23. Considérons maintenant les trois termes de l'expression de X' 
comme les racines d'une équation du troisième degré : prenant a^ 
pour racine de l'équation ^' — 1 = 0, on fera 
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ensuite , en faisant 

ô. - '! = r + < H- «r» 

on trouvera , à cause de et* =: i et r' ^ i , 

Ç" = 3 (r»+ r« + /^), 

f=6 + X", |' = 3X', ^" = 3X", 
de sorte qu'on aura 

G. = 6 + X" -h 3«X' H- 3ffX" ; 

donc en noma^ant « et ^ les ^eux racines ioiAginaireB de^' — i :^o, 
savoir, de^"H-^-f- i=o, lesquelles sont 

et faisant 

fl; = 6 + X" + 3«X' + 3a»X", 
fl: = 6 -f X*' + 3i3X' + ajS'X", 

V - - - • " . 

on aura (n** i4)j en faisant TrzrzZ^ 



24. Venons à l'équation a?** — 1 = 0, lacpielle étant divisée par 
X — I , s'abaisse au dixième degré et devifipt 

x'* + x« 4" •^' + «^^ + ^* 4* ^^ H- Ji?^ + 07? »f- X* + a: -f- i = o. 

ê • 

On voit par la table du n* 4 > ^'^e la plus petite racine primi- 
tive ptour lé 'nombre 11 est 2; ainsi la suite des restes qu'on 
tfbitvera fkcilenlent par le procédé du n* 2 1 , eera ici i ^ 3 , 4 > 8 9 
5> 10, 9, 7, 3, 6, de sorte que la sérîte des racines «era 

r, r*, r*, rf, ::r§5 ^% ^ ^, r*, ^, 
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dont la somme sera par conséquent =— < i , et Ton aura pour t 
cette expression générale 

f =z= r + ctr» + aV + «V + aV + a^r'^ + et^t^ 

laquelle, en prenant pour et une racine de Téqualion ^'•— i sâo, 
donnera , à cause de et'* = i , 

fl = /- = f + a^' + a-^" + a^f ' + etc. + a^^'", 

d'où Ton tirera la valeur de r par la formule générale du n^ 8, en 
y faisant fi = 1 1. 

Mais pour se dispenser d'élever le polynôme t à la dixième puis- 
sance, on pourra décomposer l'opération en deux autres correspon- 
dantes aux deux facteurs a et 5 du nombre 1 1 — i z= lo, par la 
méthode du n"" 1 1 . 

Prenons* d'abord pour a une racine de l'équation^* — 1 = y 
de sorte que Ton ait et* = i . Par là l'expression de t se réduira à 
cette forme plus simple , 

t = X' + aX", 

en faisant, pour abréger, 

X' = r + r*' -f- r* + r» + fJ, 
X" = r* H- r* -f. r»* + r' + r«, 

et la valeur de sera 

fl =a i* = X^* + X"* + 2ctX'X^ 

En développant lés carrés des fonctions X' et X", et rabaissant 
toutes les puissances de r'a'u-dessbinr de r**, à cause de r"= 1, on 
trouve 

X'* = 2X' + 3X", X"* = 2X" + 3X', 

et par conséquent X'* -f- X"* = 5 (X' + X") iz= — 5, à cause qu« 
X' + X" est la somme de toutes les racines. 
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On trouve de même, par la multiplication, 

X'X" = 5 + 2(X' + X") = 5 — 2 = 3. 

On aura ainsi 9 = — 5 + 6a , et faisant a = — i , on aura 
fl' = — II. 

Donc, on aura par les formules du n"" 1 1 , en y faisant y =2 , 

X' = ~ ' + V^"" ' ' X" = ~ ' ~ ^'^ ' ' 

2 ' 2 ' 

25. Ayant ainsi les valeurs de X' et X", pour avoir celle de r, 
il faudra considérer les cinq termes qui com|>osent la quantité X' 
comme les racines d'une équation du cinquième degré, et puisque 
5 est un nombre premier, on ne pourra employer que l'expression 
générale de ty 

en prenant pour a une racine de l'équation j^ — 1 = o. Ensuite 
il faudra faire 

fl = i* = Ç- H- aÇ' + a-^' H- ct^Ç'" + a^f'^J 

cl il ne s'agira que de trouver les valeurs en r des coefiiciens 
^•, ^\ etc. , par l'élévation de l'expression de / à la cinquième puis- 
sance , en ayant soin de rabaisser les puissances de a au-dessous 
de a*, et celle de r au-dessous de r"*, à cause de a*s= i et r"=i. 
Par un calcul qui n'a de difliculté qu'un peu de longueur , et sur 
l'exactitude duquel on peut compter, j'ai trouvé, en retenant les 
expressions de X' et X" en r du n* précédent , 

f = 120 + 3iX' H- 70X'', 
^' = 100 + 60X' + 45X", 
f = 5o + 85X' + 3oX'', 
0'"= 60X' + 65X", 
0'^= 5oX' + 75X''. 

Comme les valeurs de X', X" sont déjà connues, par l'opération 
pi'écédente, l'expression de la fonction de ne présente plus rien 
4'indéterminé , et elle donnera sur-le-cliamp la valeur de la pre- 
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mière racine r, par la formule générale du n^ i4i ^^ y irisant 
^ =5, et prenant pour a, j8, 7, J^ les quatre racines qui, avec 
l'unité, résolvent l'équation ^» — i = o , et pour O', 6", 0'", fl'Mes 
valeurs de qui répondent aux substitutions de a, j3, 7, J^ à la 
place de 4 dans l'expression trouvée pour 0. 

26. Si dans les valeurs de ^*, f^, etc., on substitue celles de X' 
et X'', données dans le n* j4> ^^ ^ 

^. j39 — 39t/IITi w Q5+i5\/^^n 

h — 2 > ç — ~ • > 

^,/ ^^ — iS+SSy/ — II &I9 ,^^ —125 — 5v/ — Il 



^,T 125+25 y/— 11 



Si ensuite, au lieu des racines jS) >) cT, on substitue les puis- 
sances a*, a?^ oL^ de la racine a , qui les représentent, à cause que 5 est 
un nombre premier, et qu'on rabaisse les puissances de a au-des- 
sous de a?y on aura 

y = Ç* + £ef + a^" H- a^^" +. ^t*^*^, 
6'"= Ç- + a^^' + a '' + a^^" + a«f », 

et l'expression de la racine r sera 

1 (- 1 + •- 11) + V/fl^+ </P+ j/ 6^+ Vfl~ 
r g 

où il n'y aura plus qu'à mettre pour <ty a% a', et^ les valeurs de 
r, r*, r^^ r^, que nous avons données plus haut (n* 18). 

27. On trouverait par les mêmes principes les valeurs des puis- 
sances de r qui forment les autres racines de l'équation x*^ — 1=0, 
excepté l'unité. 

Et d'abord on aura les valeura des raciues r^, ¥*j r*, r*, qui 
entrent dans la fonction X', eu multipliant , dans l'expression de r, 

38 
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les radicaux \/î', VF, Vô"', VF% respectivement par a^ jS*, >^ 

«T*, pour la racine r*; par et*, jS', Jk^ «T', pour i^j par a*, jS*, 

>"*> «^*> poïiï: ^; et par ^y } 7^ ^9 P^^^ '^j c'est-à-dire par 

a^, «', «•, a; par a*, a, a*, a*} par a*, et*, *, a'; et par a, 



a% «3, a\ 



.' Ensuite , pour avoir les valeurs des autres racines r*, r*, r*% 
r', r*) qui entrent dans la fonction X'', il n'y aura qu'à changer 
dans celles de r, r*, r^, r', r*, X' en X", et X" en X'; ce qui ne 
demande que de changer le signe du radical |/— 11 dans les ex- 
pressions de Ç*, ^, etc. 



< t 



28. Je donne ici d'autant plus volontiers ces expressions des ra- 
cines de l'équation j;^' — 1 ss o, qu'elles n'ont jamais été données , 
et qu'elles n'auraient pas même pu l'être par les méthodes con- 
nues qui demandent la rësolution d'une équation du cinquième 

degré. 

' ■■ . ■ . ■ 

n y a cependant une exception à faire à ce que nous venons 
de dire ; car on trouve à la fin du Mémoire de F'andermonde , sur 
la Résolution des équations , dont nous avons parlé dans la Note 
précédente , Pekpres$ion de la racine d'une équation du cinquième 
degré, d'où dépend la résolutio)! de l'équation os'' -— 1 = o; car cette 
équation étant clivbée par o^ -^ i , devient 

' a:** i^- ^ + JC* 4- etc. + i = o , 

laquelle étant du genre des réciproques , peut s'abaisser au cinquième 
degré, par la syibdtitiitioki 4^^ ^-s^ ii, et l'on obtient par les 
formules de la Note X (a* 1 4) /'cette équation en u, 

En prenant tt négativement ,' ce qui change les signes 'de tous 
lesr4erme^' pairs^ 'on a l'ëquatiim résolue j^wB^Vandermonde. Cet 
auteur ne donne l'expression dont il s'agit, que comtne un résul-* 
^t de^a/ipélbod^ génëcale, $anSi,iBidiquer en détail l^a 0(»érations 
pftr . le^queli^ il y ^ parvenOi et pe^npe; après lui ^ ne y^t 
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occupé, que je sache, à vérifier ce résultat, qui paraît même être 
resté ignoré. 

2g. La valeur que nous venons de trouver pour la racine r de 
Féquation â:^**^-x=:o, pourrait servir à cette vérification; mais 
on peut parvenir directement à un résultat comparable à celui de 
Vandennonde , en prenant pour a, , dans l'expression générale de t 
du n* 34 > ^n® racine de l'équation j^*— 1 = 0, au lieu de l'équa- 
tion j^*— 1=0 que nous avons employée, ce qui est permis, 
puisque :i et 5 étant les facteurs de ro, on peut, partir de l'un ou 
de l'autre, à volonté. 

3o. Faisant donc a^ = i , l'expression générale de r ( n* a4 ) 
deviendra 

r = X' + ar' + ft^X^' + (t^X-^ + «♦x^ 

dans laquelle 

X' == r + r'% X" = r* + r«, X''' = r* + f\ 
XiT_ ^^ ^^ X^ = r» + r«, 

et l'on regardera maintenant les quantités X', X^, etc., conmie les 
racines d'une équation du cinquième degré; c'est le cas que nous 
avons considéré en général dans le n^ la. 

On fera donc - 






u 

et l'on cherchera les valeurs de j^®, |', Ç", etc. en fonction de r, 
par le développement de la puissance cinqui^e. ide 1 , cb: y ra- 
baissant continuellement les puissances de « au-dessous de et*, et 
celles de r au-dessous de r**, à cause de; a?= i, et r"=i. Le 
calcul n'a d'autre difficulté que la longueur. Yoici les résultats que 
j'ai trouvés, et dont je crois pouvoir répondre. 

En faisant, pour abréger, 

on a 

38.. 



3oo NOTE XIV. 

%• s 1640 -I- i836 s, ^ = 1700 -h i83o s, 

^" c= ao5o + 1795 s^ j^'" ^ 1800 + 1820 s y 

Ç"^= 1900 + 1810 s. 

Or ^ est la somme des racines qui, par la nature de Téquation 
du dixième degré en x^ dont le second terme est x^ ^ doit être 
égale à — -i. 

Faisant donc ^ ss — • i , on aura 

f = - 196, r « - i3o, r = ^55, 

f"=~ 30, Ç-=9o. 
Ainsi la valeur de sera 

8 =ï -— igo — i3o« -H a55a* — aoct* + Qoct*. 

En mettant successivement à la place de 01 les quatre racines a^ 
j3, 7, J^ de l'équation x* — 1 = 0, on aura les quantité» fl', fl", 
6'", fl'% et si Ton prend , comme ci-dessus (n* a6) , pour ces racines 
les puissances et, et*, et', et^, dont les valeurs sont les mêmes que 
celles de r, r*, r*, r^, du n* 18, on aura, à cause de et'ss: i, 

fl' = — igè — i3oet + 2S5cL^ — aoet* + goet*, 
fl" = — ig6 — i3oet* •+• aSSet* — aoa + 9oet% 
B'^^ss — 196 — i3oet' + 355et — aoet* + 90et% 
fl'^= — 196 — i3oa* ^r aSSet* — aoet'^ + goet , 

et la formule générale du n* 11, donnera tout de suite , en fai- 
sant rss5 et ^s=— - I, 

Cette quantité X' est =r+ f*'*z:zr--{'-^ à cause de r*^ = i j c'est 

la valeur de a cos (n"* i a) \ c'est aussi celle de la racine u de 

l'équation en u du cinquième degré (n* a8) , puisque r est la racine 
de l'équation :r" — - t = o. Ainsi l'expression précédente , prise né- 
gativement, doit s'accorder avec celle de f^andennonde. 
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3i. Pour pouvoir les comparer facilement, nous substituerons 
dans les expressions précédentes de 6^, G''^ 0'^', 0'% les valeurs de 
a, a*, a?y a^y qui sont les mêmes que celles de r, r*, r', r* du 
n- i8. 

En Élisant, pour abréger, 

m = |/(— 10— a V5), B ss: i/(— lo-f-a y/S), 



on a 



« ^ — i + t/S + i» .__ — i-t^g+ n 
« = ^ , a =s ^ , 

*- ? ' •♦- 4 > 

et pour s'assurer de la justesse de ces expressions, il n'y a qu'à 

faire le carré de — x+ v/5+m, qui est 6—2 \/5+m*'+-3(v/5— i)iii; 
or en faisant passer sous le signe radical de m le coefficient 

V/5 — I élevé au carré» on trouvera ( V^5 — i) /wssa/i; de sorte 
qu'en substituant la Valeur de m% on a 

(—1+ V5-Hm)* = 4(— .1 — v^+n). 

On peut vérifier de même les autres puissances de a. 
Faisant ces substitutions , on trouve 

fl' = i (— 979 — 375 V/5 — 220m + 375/1) , 
fl" = \ ( — 979 + 375 v/5 — 375m — 330/1), 
fl"' = ^ ( — 979 •+• 375 V5 + 375/w -|- 330/1) , 
fl'^= 1 (— . 979 — 375 v/5 + 33om — 375/1), 

où l'on remarquera que les coefficiens 979, 375, aao sont tous 
divisibles par 1 1 et donnent pour quotiens 89 , a5 , ao , de sorte 
que les quantités fl', 0", 6'* 0'^ peuvent être exprimées plus sim- 
plement ainsi : 

B' =s ^ (— 89 — 25 V5 — 20OT -f. aSn), 
fl" = î^ (— 89 4- a5 V5 — aSm — aon), 
0'"= V (— 89 + 25 v/5 + aSm + ao»), 
fl" = -î^ (— 89 — a5 v/S" + aom — a5»i). 
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62. Pour rapprocher davantage nos expressions de celles de 
yandermonde , nous emploierons ces transformations : 

m =z p + q, n^ p — q, 

en supposant 

lesquelles se vérifient en faisant les carrés, et en observant que 
f>7 = — V 5 , parce que le produit des deux radicaux réels et po- 
sitifs |/(5 H- a v/5) , v/(5 — a \/b) est V^S j donc 

Par ces substitutions, les quantités 6', 0", 0'", 0*' deviendront 

fl' = -î^ (— 89 — a5 V^ + 5p — 457) , 
fl" = il (— 89 + a5 \/5 — 45^ -. 5y), 
6'"= Y (— 89 + a5 v/5 + 45;» 4- 5^), 
6"= 4^ (— 89 — a5 \/5 — 5;» H- 45y). 

33. Vandermonde a donné, dans les Mémoires de rAcadémie 
des Sciences, de l'année 1771 (page 4*6 ), pour la résolution de 
l'équation 

o!» .. a;4 _ 4jc* -+- Sa* -f- 3a: — i = o 
cette expression de la racine 

ar = I (i + A' + A" + A'" + A"), 

dans laquelle 

A' = ,J^-!^ (89 + a5\/5 — 57-1- 45;»), 
A" = v^^ (89 + a5 V5 + 57 - 45;»), 
A"'= ,>V (89 — a5N/5 - 5y — 45;»), 
A"s=3 ^îf- (89 ^ 25 v/5 rf. 5y -f. 45/») , 
en conservant les valeurs de ;» et 7 supposées d-dessus. 
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On voit que les expressions de t^" et A'^ coïncident avec celles 

s 5 

de V — 8'" et v/ — 9", et que les expressions de à! et A' ne dif- 

5 5 

fèrent de celles de v/— 8' et \/— o'^ que par l'échange des quan- 
tités p et q entre elles , ce qui ne tient qu'au signe du radical 

a v/5 sous le radical carré. A cette différence près , qui peut ve- 
nir d'une faute d'impression dans le Mémoire de Vandermond^^ 
ses résultats s'accordent parfaitement avec les nôtres , puisque la 
racine de son équation en x répond à la racine de notre équa- 
tion en u prise négativement , et que tout radical cinquième 



V— fl est la même chose que — V9. On peut donc dire que 
Vândermonde esl le premier qui ait franchi les limites dans les- 
quelles la résolution des équations à deux termes se trouvait res- 
serrée, 

34- Pour ne laisser aucun doute sur la correction ii faire à la 
formule de Vandermonde , nous allons prouver qu'elle résulte des 
principes mêmes de sa théorie. En effet , si l'on désigne, comme lui, 
par /, /', r"', r'' les quatre racines qui, avec l'unité, résolvent 
l'équation x^ — i =o, il est facile de voir, par la formule géné- 
rale de l'article YIII de son Mémoire, que la quantité A ne peut 
être que de la forme 

V^(A + 3/^ + Cy + Dr''' + Er'^)j 

et qu'en prenant cette expression pour l'une des quantités A', A", 
A'", A'% les expressions des trois autres doivent résulter de celle-ci, 
par la substitution, de r*^ r*, r^ à la place <le r% les quantités A , 
B, C, D, £ étant des fonctions des racines de l'équation à résoudre, 
indépendantes des racines r', r", r"', r'\ 

Or, par les relations données dans le même article entre ces der-^ 
nières racines, on a 

r'* = r"', f^'* = r'% r"'* = r", ^' =/, 

/♦sr'r'^s:/'', f^'^ss/^'/^'Œ/, /^''4=://^'=?r»', H=/^V-=/^". 
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Donc, les quatre expressions dont. il s'agit deviendront 

V^(A + B/ + Cr" + D/"' + Er'O , 
/(A -f- Br"' + Cr'^H- D/" + Er' ), 
/(A + Br*' + C/"4- Dr' 4- Ei" ) , 
V/(A + Br" H- Cr' + Dr" + £/")• 

35. Dans l'article XXIII du même Mémoire, on trouve pour les 
racines de l'équation ar"— 1=0, ces expressions, dans lesquelles 
j'introduis, pour plus de simplicité, les mêmes lettres p et q em- 
ployées ci'-dessus , * 



M 




£n prenant la première de ces racines pour r^j de sorte que 
l'on ait 

r' = H- ' + V5+P + Ç), 

il faudra , d'après les formules du n^ 3 1 , en prenant et pour r', 
et substituant p+Çy P'^9 V^^^ ^7 ^9 supposer 

r" = /» = i (— 1 — >/5 ^ ;, + y), 
,"' = r'^ = i (- 1+ V/5 ^ ;, — 7). 

Substituant ces valeurs dans les e;Lpressions ci-dessus ^ elles se chan^ 
geront en celljes-â ; 

V^i (F + G V5 H- H;» H- K^), 
^i (F ^ G VS + Kp^ %), 
V^i (F — G V^ — Kp + H^), 
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en faisant, pour abréger, 

F = 4A — B — C— D — E, 
G= B+C — D— E, 
H=: B — C + D — E, 
R=: B — C — D + E, 

lesquelles doivent coïncider avec celles de A', A", A"', A'^, rap- 
portées ci-dessus (n° 33). Mais on voit au premier coup d'œil que 
cette coïncidence ne peut avoir lieu , à moins qu'on ne change à la 
fois p en q eX. q en p dans A' et A'', ou dans A'^^ et A'% parce que 
dans les formules précédentes, les coefficiens de /? et ^ ne sont les 

mêmes que dans les deux où la racine ^S est affectée du même 
signe, au lieu que dans les expressions de A', A''^ A'^', A'% les quan- 
tités p et q ont partout les mêmes coefficiens. 

36. En faisant ce changement dans A' et A^', comme nous l'avons 
indiqué (n* 33) pour accorder les formules de Vctndermonde avec les 
nôtres, on pourra supposer 

b! == v^HF + Gv/5 + H^ + Kç), 
A" = i^i (F + G VS — H;7 — Ky), 
A'" = v^i (F — G \/5 — R;> -^ %), 
A'" = i^i (F — G V5 -f K;> — %), 
ce qui se vérifiera en faisant 

F = ii.89, G=ii.25, H = — 5, K = 45. 
De là , on aura y par les formules du numéro précédent, 
B=A— II.6, C=A — 11.26, Ds=A-- 1X.41, E=A— 11.16, 

et la quantité A restera indéterminée, parce qu'à cause de««. 
X -I- r' + /' + r^" •+• r"^ = o , elle disparaîtra des expressions des quan* 
tités A du n"* 34. 
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Si l'on fait A= 196, on trouve 

B = i3o , C = — go , D = — a55, E = 30 



et la formule 



Î^(A + Br' + C/^' + Dr'" + Er'^) 



du n* 34, coïncidera avec celle de v/— fl' du n* 3o, parce qu'en 
feîsant flt=sr', on a /'= **, 1^" =2a% r»^ = o? (n* 35); et les 
formules dérivées de celle - là coïncideront aussi avec celles de 

j^—ff/, ^-^'", |/-^t,^ 

37. Prenons pour dernier exemple l'équation x'* — i =x). G>mme 

i3— •i = ia=a.2.3, Topération pourra se décomposer €n trois , 
de la manière suivante. 

Il faut d'abord avoir une racine primitive pour le nombre i3, et I9 
table du n* 4 fournit le nombre 2 , dont les puissances successives ^ 
jusqu'à la onzième, divisées par 13, donnent les restes 2,4? 8? 3> 
6, 12, ti, 9, 5, 10, 7. 

Ainsi en nommant r une racine de l'équation 

x" + X" + Jtr'* 4- or» -|- j:* + etc. + 1=0, 
les autres onze racines seront 

r*, /•♦, r», r«, r«, r"", r'', z»», r*, r'% r\ 

On fera donc en général 

f = r + ar* + «V -+- ctV + aV + aV 
-}- aV" + a'r" + aV + ««r* 4- a'V + a"'/^, 

et l'on prendra d'abord pour aune racine de l'équation^* — 1=0, 
en sorte que a' = i , ce qui réduira la fonction ^ à la forme . • . . 
f =X' + aî", dans laquelle 
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X' = r 4. r* + r» + r«» + J* + r'*, 
X" = r» + r« + r« + r" -f. r« + r'. 



De là, on aura 



/vw 



8 = «• = ^» + «Ç, e == X'* + X"-, r = aX'X 

On peut se dispenser de chercher la valeur de ^•j en se servant 
de l'expression de fl du n* 1 1 , qui ne renferme pas 0*, et qui donne 
ici, à cause de y = 2 et de ^ = — i somme des racines de l'ëqua- 
tion proposée, fl= i-|-(a — ^)H'i ^® sorte qu'en faisant flts=s*^i, 
on aura la valeur de 6', et les deux racines X', X" seront {xi? cité) 

X' = -'+V^('-^^) X" = -'-v^C'-^O , 

Pour avoir la valeur de Ç', il faut développer le produit X'X" 
en puissance de r, ayant soin de rabaisser les puissances supé- 
rieures à r"*, à ' cause de r'^ = i , et l'on trouve X^X" = 3^ , en 
mettant s pour la somme des racines r, r*, r*, etc., laquelle est= — i ; 
de sorte qu'on aura f' = — 6, et les valeurs de X', X" seront 



X' = ~ '+V/— Il X" = ""' — t^— II 

a ' 2 ' 

38. On regardera maintenant les sis racines qui composent la 
quantité X' comme celles d'une équation du sixième degré, et l'on 
fera de nouveau 

mais au lieu de prendre en général pour a une racine de l'équa- 
tion j^^ — I = o ^ ce qui demanderait ensuite le développement dei 
la sixième puissance du polynôme /., nous prendrons de nouveau 
une racine de l'équation /• — i = o, de sorte qu'au moyen de 
6t* = I , la fonction t^ redeviendra de la forme f « p: X[ -|« X' , dans 
laquelle on aura 

X[ = r -h r^ + r^y X^ = r* + r" + r»-. 
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3o8 NOTE XIV. 

On aura ensuite, comme ci-dessus, 

fl. = «: = ç: + ct0:, ^: = x:«h-x:, e:-=2x:x:, 

et à cause que la somme des racines est ici X', on aura sur- 
le-champ 

Y^ x'+i/ê[ Y" x' — v/ôT 

-^i = 1 j -^, — 1 y 

on aura en même temps ô, = X'* + (a — i) ?i» et faisant a = — i , 

fl:=x'-— aç;. 

Pour avoir ^j, il faudra développer le produit de X^ par X',' en 
se souvenant toujours que r*' = i , et l'on trouvera 

x:x: = 3 + X", 

ce qui donnera ^^ = 6 + aX", 

et par conséquent 



X' s- y + i/(X^*— li^— 4 X^) 



Sp. Nous remarquerons ici que comme en mettant r* au lieu 
de r, la fonction X' devient X'', et la fonction X'' devient X'; 
si Fon dénote par (X,'), (X')ce que deviennent les fonctions X^, 
X', en y substituant r* au lieu de r dans toutes les puissances 
de r, ce qui donne 

(X;-) = r« + /- + r», (X:) = /* + r" + r', 

on aura les valeurs de (X,'), (X'), en échangeant dans celles de 
X^ , X' , les quantités X', X" entre elles. On trouvera ainsi 

^,x _ X'+v/(X^*— ia--4 X') 
, X'— v'CX'» — 1 a — 4X0 

^AJ = . 
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Ce sont les fonctions correspondantes à X[ , X' qu'on obtiendrait 
en procédant à l'égard des racines qui composent la fonction X'^, 
comme on a &it sur celles de X^ Ces valeurs sont nécessaires pour 
parvenir à celles de r. 

4o. Pour cet effet, il faut encore regarder les trois racines qui 
composent la fonction X( comme celle d'une équation du troisième 
degré y et faire y en conséquence , 

/g = r + ar* + a'r», 

et prenant pour a une racine de l'équation ^ — 1 =s o. 
De là , on formera la fonction 

fl. = '.' = ?: + < + «•?:, 

et l'on trouvera, par le développement, en faisant a' ss i ^ et 
r*' = I , ces expressions 

e: = 6 + x:, ç: = 3(x:), ç: = 3(x:). 

Donc , nommant « et /S les deux racines de l'équatiou 

^* -hy 4-1 = 0, 

et &isant 

fl: = 6 H- x; + 3ft(x:) -(- 3a«(x:) , 

Ô: = 6 + X; + 3/3(X:; + 3^«(X:), 
on aura, comme dans le n^ ^3 , 

Ainsi la valeur de r est entièrement déterminée; nous ne cher- 
cherons pas à la simplifier, parce que, dans tous les cas, il est tou- 
jours plus avantageux d'employer, pour la résolution de l'équation 
x*^ -— I =: o, ainsi que de toutes les équations de ce genre, les formules 
connues eu sinus et cosinus. 
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4i. Je remarquerai, en finissant, que la méthode exposée dans cette 
Note, peut être regardée comme une simplification de celle que 
M. Gauss a indiquée d'une manière générale , dans l'article 36o des 
Disquisitiones arithmeticœ. Celle-ci est fondée aussi sur le dévelop- 
pement d'un fonction semblable à la fonction que nous avons dési- 
gnée par 0; mais elle demande de plus la formation et le dévelop- 
pement d'autant d'autres fonctions du même ordre que l'équation a 
de racines, ce qui alonge considérablement le calcul. Notre méthode 
est indépendante de ces fonctions auxiUaires , et conduit directement 
aux expressions les plus simples des racines. 



FIN, 



Correction (laissée par M. Lagrange) pour t article 87 

de la Note XTTT.^ P^g^ ^4^- 

La règle donnée dans cet article, pour savoir lequel des deux 
systèmes d'équations on doit choisir dans chaque cas, n'est pas assez 
générale. 

M. Bret , professeur de Mathématiques au Lycée de Grenoble , a 
trouvé un exemple où elle est en dé&ut. 

Soit l'équation 

x^ + 20:* — &c + 5 = o; 
la transformée en est 

fl3 + ,6fl. _ ^569 — (64)' = o, 
dont les racines sont — - 16, — - 16, 16, ce qui donne 

La fonction A' •— 4AB + 8C est > o , parce que A=o, C =28 } 
ainsi il faudrait prendre le premier système. On aurait d'abord 



a/ = I + 2 V— I > 
qui ne satis&it pas. En effet, 

(, + ay/^)' = - 3 -h 4V^^, 

(_3 + 4vC-r)» == — 7 — a4 V/^^ ; 
ainsi l'équation serait 



— 7 — a4\/— I — 6 + 8v^— I— 8— 16 V/— 1+5 

=5 — 16 — SaV/— I, * 

ce qui n'est pas zéro. 

Le deuxième systèlfie donnerait 

x' = — I — 3 V' — 1 , 



3i2 CORRECTION, 

donc 

— 7 — . 2 4 v/^^ —6+8 \/-^ + 8 + 1 6 v/^^ +5=0. 

Mais je remarque que l'analyse donne simplement la condition 

\/8' X V^' x: s/^" = A^ — 4AB + 8C} 

d'où il suit que le produit des trois radicaux \/ô'j y&'j s/W" doit 

être égal, et par conséquent de même signe que la quantité 

A* — 4AB + 8C. Donc si, en prenant les trois radicaux positivement, 
leur produit est de même signe que cette quantité, ce sera le pre- 
mier système qui aura lieu \ mais s'il est de signe contraire , alors il 
faudra donner le signe — *- à l'un des trois radicaux , ce qui donnera le 
deuxième système. 

Dans l'exemple dont il s'agit, on a 

\/¥ X \/ÏÏ' X v/r = 4 X 4\/:^i X 4^^^ =— 64, 

tandis que 

A» — 4AB + 8C = 64. • 

Ainsi c'est le second système qui a lieu. 

La méprise vient de ce qu'on a supposé que le produit des trois 
radicaux, pris positivement, serait toujours positif. 

Au reste , on peut ôter toute ambiguité en prejiant dans le pre- 
mier système 

^m _ A3-^4AB+ ^8C 

v/6' X y^^" 

Dans l'exemple proposé, pour lequel 

A^ — 4AB + 8C = 64, 

ayant fait V^ = 4, \/^=^ 4 V^— i , on aura \/P"^ — 4 \/:I:T ; 
alors le premier système donnera 

a:' = I, a/'= — i +2 \/ — i, x"'= j, ar'^sss — i -^2 V— î> 
véritables racines. 
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NOTE DE M. POIKSOT , relatwe à la correction pt^cédente. 

Il me semble qu'il y atait à faire ; sur ce point de doctrine ^ une remarque plus 
simple et plus lumineuse que celle qu'on rient de lire, parce qu'en même temps 
qu'elle efiaoei de l'Algèbre, cette inutile énumération de formules qui a donné 
lieu i la méprise dont il s'agit , elle rend encore plus claire et plus précise la règle 
qu'on doit suivi^e dans les applications particulières. 

En représentant , comme le fait Euler, par 

*♦+/»» + 5rjr+r= o, 

l'équation du 4* degré, et par les lettres a, 6, c, les trois racines de la réduiu , 
i'obsenre que , dans l'Algèbre, on ne devrait présenter , pour l'expression générale 
de X, que la simple formule 

et qu'il faudrait supprime^, comme inutiles, toutes celles qu'on en tire par ces dif- 
férentes combinaisons de signes dont on affecte les radicaux {/a, \/b, ^c. Car ces 
signes -{-ou — qu'on met devant ces radicaux , n'en font pas pour cela des 
quantités positives ou n^atives ; et , par l'équivoque même qui reste attachée au 
signe radical ^i et à ceux qui entrent dans l'expression de a, 6, c, tontes ces 
représentations, ou formules diverses en apparence, reviennent toujours à la 
même > et ne signifient rien de plus en Algèbre, Il sufDt donc d'écrire la simple 
formule précédente , où le signe -f- que j'emploie , sSgniGe uniquement que l'expres- 
sion de X est formée par la réunion des trois expressions générales y^a, |/6, ^c, 
sans rien dire de la nature de ces quantités, qu'on ne peut ni connaître, ni 
marquer par aucun signe, tant qu'on reste dans la généralité de l'analyse. 

Actuellement, je suppose qu'on veuille donner une règle pour l'application 
arithmétique qu'on pourrait avoir à faire de cette formule générale à une équation 
particulière donnée. Il suffît de dire que , dans chaque cas particulier , on aura soin 
d'assembler les valeurs trouvées pour ces radicaux , de manière que le produit de 
ces valeurs soit de signe contraire au coeffîcient q de la proposée : ce qui donnera 
précisément, et dans tous les cas, les quatre racines de cette équation. 

( Ceci suppose que , par la règle analogue dans le 3" degré , on a d'abord dé- 
terminé les trois racines particulières a, &, c, qui conviennent à la réduite.) 

On voit que tout devient clair et facile , par celte seule attention de ne pas con- 
fondre avec l'Algèbre ce qui n'appartient qu'à l'Aritlimétique. Le défaut qu'on 
relève ici vient uniquement de ce faux mélange qu'on veut faire de Tanalyse et de 
la synthèse. On essaye de distinguer et d'isoler, par certains signes, les différentes 

4o 



3i4 I^OTE DE M. POINSOT. 

racines d'une formule radicale , et cette séparation est toui-à-fait illusoire : car ces 
racines coexistent toujours dans une seule quelconque d'entre elles , tant qu'or v 
laisse ces radicaux qui donnent lieu à celte multiplicité de yJeurs. Or. par la 
nature même de l'Algèbre ; il faut que ces signes équivoques demeurent ^ puisque 
cette science n'a d'autre objet que d'indiquer les opérations à faire, mais sans les 
exécuter , afin que le tableau de ces opérations , la seule chose que l'esprit ait en 
vue, soit parfaitement consenré. Cest même pour prévenir toute imperfection deoe 
genre, que I dans le calcul, au lieu de nombres, on emploie des lettres; d'où il 
résulte qu'aucune opération ne peut se faire actuellement, et que le signe de 
l'opération demandée subsiste toujours. 

Lorsqu'on passe aux applications numériques , les opérations s'effectuent , les si- 
gnes radicaux disparaissent, et l'on n'a plus que des valeurs particulières, com- 
posées de nombres réels ou simplement affectés de l'imaginaire V^-— i : c'est la 
seule ambiguité qui reste; et le choix de ces valeurs particulières se fait aisément 
par cette règle naturelle, qui consiste à se conformer à l'hypothèse même du calcul | 
afin de ne pas se contredire soi-même. 

Ainsi , dans la formule d'£nler, l'hypothèse du calcul est i/a X \/b X i/c=-^ ^ , 

o 

qui signifie que le produit des trois valeurs particulières, qu'on réunit pour former 
la racine x de la proposée , doit être précisément égal ^ — ^. II faut donc se con- 
former k cette supposition, comme , lorsqu'on demande le carré de j/— i , on doit 
écrire — i , pour ne pas se contredire. Par ce seul principe , on est sûr de 
trouver dans chaque cas les vraies valeurs qui conviennent h la question que l'on 
CGoisidère. 



FIN PB LA KOT?. 



Errata. 



r / 56 ,. 67 

Page 72, ligne 4, j^y Usez ^ 

81 j ligne i3, a? = nr — » ^**^* x=-r^ 

82, ligne i5, plus grand que c'% ^w*« P^"» P«^»* ^"® «* 
86, lîcnc 8 en remontant, 7--» *"**:; — 77 

«- — gi, dernière ligne, — , lisez 



^±J A*4, 



144, ligne 6, +2*.i3% lisez +2^3* 
293, dernière ligne, f , = 1 +> ^"'« ^1 = ^* + 
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